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16

�� : 81
��

� �� 81 : ��09
� �� 81

0

� 1��! ������ ��#� 23� ��
 
�����
 &�'��!�� �.4� �!�	�� ��#� ��� ���
��
5����	��
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� 67��� ������,

� ���3#(��#�
�
� ���	���
 ��� �	����√
16|88|38|81 = 4109
16

88 : 81
81

7 38 81 : 8209
7 38 81

0



�� ���� ������	��
 ������	
��	

��� ��� ��	�
��� ��
 ������������ �� 
����	
���
��� �
�
���

�
� �
��� ��� ����
�����

��
��

����� ������� ����	� 
�� 
�� ��� �������� �
 ��������������� ��	���

����� ������� �� ������ �	���� ���� ����	���� �� ��� �
���� 
�	 �����

������ ��� �������  �������	 !�� "��#����� �	��	�

��� $�������� ����
�	 ������ �����	�������� ��� �������� ��	!�

���������� 
�	��
�	������ ��	!� �������� !� �%���� ���

��� ��������� ��� ������� ���#	� ���� ��� "��	����� �� ���

������ ������ #%����� ��� ��
�	 !�� �����	����������	 �� ����

��
 ������!������ ����������� ��	�� ���	������

&�� &��	��������� ���� #�� ��� ���������� '���
���!�� ���� �����	��%�

��� ���� ��	 ��� ������ #�������� ���		�� () ��� (( !����
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1� ��� !����%����� ������0����� #�� ����� $� ���	�	 ���� ���� ��� ��������

	� $�!�������� ���!�#����� "��� 2�	����� 0���	 
�� �� ���� ���������	
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(n + 1)2 − n2 = n2 + 2n + 1− n2

= 2n + 1.

 �� �
��� ������ !�����"�� ����� ��� �"� ��������
�� �� #���� ����� $�%��

�&�����' ������� �"� �(��&�)*�� ��� !������� +�� �"��� ��� �� �����

����� ,�� �
�� ��������- ���%��*�� �� �
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����	#

% &	�	�
�	 
	��	 '(���	��
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 �������	
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 �
� +����	�� 
� ���� ,�	- ��
 ��
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632 = (60 + 3)2 = 602 + 2 · 60 · 3 + 32 = 3969

(a + b)2 = a2 + 2 · a · b + b2

$� ���
�
� ���#

582 = (60− 2)2 = 602 − 2 · 60 · 2 + 22 = 3364

(a− b)2 = a2 − 2 · a · b + b2
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 &���������	��

		
 ��� �
� '
�(���
	 
������!
)�� ���	�
*	��� (��� ��� �	� +�������� ��	�
��
 ,
������
� -

�#

43 · 37 = (40 + 3) · (40− 3) = 402 − 32 = 1591

(a + b) · (a− b) = a2 − b2
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�� 350mm2 � cm2

�� 150mm2 � cm2

�� 1537mm2 � cm2

�� 3,56 dm2 � cm2

�� 153 dm2 � cm2

�� 0,56 dm2 � cm2

�� 3,526m2 � cm2

�� 0,0291m2 � cm2

�� 3,00m2 � cm2

��� 0,001 25 a � cm2

��� 1,562m2 � cm2

��� 17,25 dm2 � cm2

��� 1567,8mm2 � m2

��� 36 700mm2 � m2

��� 1765mm2 � m2

��� 1567,6 cm2 � m2

��� 98 765 cm2 � m2

��� 1565 cm2 � m2

��� 354,3 dm2 � m2

��� 3670 dm2 � m2

��� 136 dm2 � m2

��� 15,67 a � m2

��� 3,68 ha � m2

��� 0,027 km2 � m2

��� 3987,4m2 � ha
��� 3650m2 � ha
��� 1675,62m2 � ha
��� 0,789 km2 � ha
��� 1,764 km2 � ha
��� 15,684 km2 � ha
��� 10,374 a � ha
��� 1376 a � ha
��� 9,806 a � ha
��� 3156,4m2 � dm2

��� 15 000m2 � dm2

��� 346,5 a � dm2

��� 1,095 a � dm2

��� 0,156 ha � dm2

��� 13,674 ha � dm2

��� 0,05 km2 � dm2

��� 1,009 km2 � dm2

���� ��� ��������

����������� ��2

� ������������ ��2

� ������������  �2

� ������������ �2

� ������������ 


� ���� �


� ������ !�2



��������	�� ���� ������	��
 
�

���������	�
 ��

315mm2 
 cm2

2508mm2 
 cm2

44,7 dm2 
 cm2

0,774 dm2 
 cm2

2,721m2 
 cm2

0,086m2 
 cm2

1,34 a 
 cm2

0,045 a 
 cm2

15,6m2 
 cm2

4,5 cm2 
 cm2

0,56 ha 
 cm2

0,027 km2 
 cm2

0,58 km2 
 cm2

1,76 km2 
 ha
8,875 km2 
 a

0,15 ha 
 a
270,8 ha 
 a

0,0076 ha 
 dm2

7,786 a 
 m2

0,658m2 
 dm2

0,0001 km2 
 dm2

13,507m2 
 mm2

145 dm2 
 mm2

13,8 cm2 
 mm2

0,756 dm2 
 cm2

3,85m2 
 dm2

7,6 ha 
 m2

22,85 ha 
 m2

9800 ha 
 km2

14 760 ha 
 km2

44 760mm2 
 cm2

1 776 544mm2 
 cm2

8795,8mm2 
 dm2

13,75 km2 
 ha
4,767 km2 
 ha

127 km2 
 a
2766m2 
 a
2766m2 
 ha

13 776 dm2 
 m2

88 700mm2 
 m2

1425 mm2 
 m2

147,5 cm2 
 m2

60 560 cm2 
 m2

4560 dm2 
 m2

0,85 dm2 
 m2

14,7 a 
 m2

22 700 a 
 m2

0,135 ha 
 m2

2,76 ha 
 m2

0,076 km2 
 m2

14 km2 
 m2

8,75 km2 
 ha

156m2 
 cm2

8,7 a 
 cm2

66,56m2 
 cm2

0,05 a 
 cm2

7,93 dm2 
 cm2

1,7 dm2 
 cm2

88,9 ha 
 m2

0,75 ha 
 m2

6,58 a 
 m2

13 a 
 m2

150,7 a 
 ha
3337 ha 
 a
27,5 ha 
 a

127 653 dm2 
 a
276,5 ha 
 dm2

0,65 a 
 dm2

2257,6m2 
 km2

1 476 561m2 
 km2

16,7 cm2 
 mm2

2,654 cm2 
 mm2

0,07 cm2 
 dm2

38 517 cm2 
 dm2

217 653 cm2 
 m2

3929 cm2 
 m2

2,701 km2 
 m2

0,0567 km2 
 mm2
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732 km2 � ha
5,13 km2 � ha

33,76 a � ha
2,58 a � ha

0,0036 a � km2

37 500 a � km2

22 777 000m2 � km2

1043m2 � km2

980 ha � km2

4,78 ha � km2

9999mm2 � dm2

14 786mm2 � dm2

223,4mm2 � cm2

7785 cm2 � mm2

864,45 cm2 � mm2

2763 cm2 � m2

1 273 456 cm2 � m2

237 dm2 � m2

21,7 dm2 � m2

49,86 dm2 � cm2

0,0513 dm2 � cm2

0,000 51 dm2 � mm2

6,82 dm2 � mm2

0,0071 km2 � m2

2,56 km2 � m2

0,000 256 km2 � mm2

8875 cm2 � mm2

445,86 cm2 � mm2

33 950 cm2 � m2

200 240 cm2 � m2

21,7 dm2 � m2

417 dm2 � m2

0,056 dm2 � cm2

95,8 dm2 � cm2

0,0059 dm2 � mm2

20,681 dm2 � mm2

700,276 51 km2 � m2

14,7 km2 � m2

0,000 76 km2 � mm2

142,61mm2 � cm2

4478 mm2 � m2

227 228mm2 � m2

14,7 a � m2

3,9 a � m2

19 ha � m2

8,6 ha � m2

125 ha � a
25,6 ha � a
21,5m2 � dm2

0,76m2 � dm2

225,6 cm2 � dm2

33,75 cm2 � dm2

4444 mm2 � cm2

273 896mm2 � m2

14 005mm2 � m2

15,6 a � m2

3,45 a � m2

2,7 ha � m2

14,8 ha � m2

33 ha � a
2170 ha � a

16m2 � dm2

1,76m2 � dm2

2276 cm2 � dm2

43,567 cm2 � dm2

237 km2 � ha
6,14 km2 � ha

44,15 a � ha
6,67 a � ha

0,0048 a � km2

477 469 a � km2

22 528 715m2 � km2

16 217m2 � km2

891 ha � km2

7,42 ha � km2

8848 mm2 � dm2

13 270mm2 � dm2

432,5mm2 � cm2



��������	�� ���� ������	��
 
�

���������	�
	��
� �

������� �	� 
���
��� ���� ��� ���� 	��� 
�� �� ���
��������� ���
����� �
�� ����� ����������� ���������� ��� ������������������ �� ���
!��	�� �� ��� ������� 
������ "�  #����$ %��������� &#� '��������	��(
)����� &#� ��*������� �� +#�����
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�� ����	��������	�	��	 �	��� ���
���	���� ��� ������ ��	

����������

,��� �� ��� �������� ���� ������� 
�� ��� �� -� ���������� . &#�	#
�

������ !�� 	��� ���� /#��������� ��� ������� ��� )0������ ��������
��� ��� 
������� � �� ��� 1� �� ����������� "���2�������� 1�3��� �����
���� ���� ���� �
2 ������
��� ��� �� ��� �������� -� �������

������
��� ������������ ��������� &#�������� "����� �#���� ��4���� ���� �� 
���  #������� ������� ,��� 5��*� �#�
�������
����( ���#����� �� -� ���
�� 6�( �� 77( ��� �� 8#2 ������������� 9( �9� ��� �:� �� �� ;<( "����������
�� ��� )0���� ����

=� ������ %���

�������� ������ ���� ��� �����$
-� 
�� &���� ������� ����� 
��� 
�� �������( 
��� 
�� ����
�� ��� �������� #��������� ���
������ '�0*��( !�����������
��	��� ��
��> =� ��� <� 8����� &�������� ���$ "� ��� �����#�( ��
����
 "������� 
��� %�?��� �� �����( ��� ���@������ %�����
�� ���������� %�?��� ��������( ��� �� ��� A������� ���������
�,0������� . %�?�� 
��� ��������� 
���� ��� A��������
=
 .B� �����@��� ������ ��� �
 %���

������ 
�� ����
���
���C1���#�#
�����C�#������
������ D����������� ��������
D������������ ��� ���� �������� ��� �� �����
 %���

���
���� �
 8�2���� 6B ��� ������ EE9FE6E ��� D����� �-����
��
��	 ��� -������� &#� )#��� )#�����"����( �#����� .<G9( ���
����� ������
 
���� ������  ������� ��� ����	����� &������
 ����� D����?�������� ��� ��������� ��� �����������
��	
�� ���������� ����

/#���
��	���$ ���  #������� -� ����� ����� �#�� ����� ��� �#�
 &#�
-���������������

.� ��� �������� %���������� ��� +���  ���� �� ��
 H������ ����
�����
-� ����
 �����	����������� &#� � ����
����� ��� ������
�*��
����� ,0�������������� &#� �� +�� ���� ��������� ������ �����	���
��������� �� ����� 8���� �
 !�*���� .$E:BBB>



�� ���� ������	��
 ������	
��	

�� � � 1130m �� 2150m �� 10 232m
� � 489m 650m 123m

�� �� 	�


x2 = 11302 − 4892

= 1276900− 239121
= 1037779

����

x ≈ 1018,71 m


�� ��� ���
��

1018,71 m · 4
100.000

= 0,010 187 1 m · 4
= 0,040 748 4 m
≈ 4,07 cm

�� ��	 � � 2150m� � � 650m

x2 = 4622500− 422500

x2 = 4200000
x = 2049, 39


�� ��� ���
��

8,2 cm �������

�� ��	 � � 10 232m� � � 123m

x2 ≈ 104690000− 15129

x2 ≈ 104670000
x ≈ 10231, 26


�� ��� ���
��

40,93 cm ��������

� !�� "������#	

 �	#�� �$�
�#��	���� �	��
 ��� %	� 	# ��� &�	��#�#'

���'��
���
 (�����#� �	� )*�� � �#� �	� +,#'� � ��� ��- .���

/�'�0���
�# (*����#' 
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�� ��� 112 = 2h2

60, 5 = h2

h ≈ 7, 78
��� a = 40− 7, 78− 4

= 28, 22

���	�
 l2 = h2 + a2

= 7, 782 + 28, 222

= 60, 5 + 796, 37
= 856, 87

��
 
���� l ≈ 29,27 m

������������

�� �� 
�� �� 
�� ��������	 
��	��������� ������������� ���������

���	�� ��� 
��  ������ !" 	����������	 ��
 
��  ������� �! ��


" � 	�������������	� !������� ���� #����� ��
 $��%�& ���� 
��

'�����%����� 8m %����	�� (��������	
  �)��� 
�� !����� 
���� 
��

%��
�� ������������� ����������� $�)�*�� ���+

,-���	


8 = 2x
√

3 + 2x

4 = x
√

3 + x

x =
4√

3 + 1
≈ 1, 464

x
√

2 ≈ 2, 07

(x
√

3 ≈ 2, 54)

����������*�



�� ���� ������	��
 ������	
��	

�� �������� 	
�� 	�
�	�����	��� ����� ��� �	����	�	� ��	�� �	���

��	������	 ��	���� � ��	 � ����� �����	� ��� �������	 � �	�

�!� ��������� �
� "���
���	�

AC = 64m (36 m)

AD = 28,8 m (18 m)

Es muss
AC
AD

=
AB
AC

sein :

64
28, 8

=
AB
64

AB =
642

28, 8
≈ 142, 22

(72 m)

��� ��� ����	
�	��		�
�

��� ��� 
���#������� !
�������	� �$������� "������	�%����	 ���� ���� %��

��	 ��� 
������ ��������	��	 ��
����	 �� ������ &���
 ���������� %���

��	� '	 �� ������	 
�� ���
���
�� (	��� ����) 
	�
��%���� ���
������


��
������� �	� �� ������������ �
����
� ����	��) ��	 ��*�����	�%�����

+��� ���� �	 ���� ���������	 �����
��� ��� ������� ��� ������ �����

������
������ �
����
� ��� "���#��	�� ����� ������	 
������	 ���� ��

,��	 
�� ����������- ���������� �������	� ��� �������������	 !����

���) �
� ��� ,���� ��	
�������
�	 ���) %��� ����� �������%���� "����**�

��	� ��� ����	�
�� 
�� ��%
 ./ ��� ,���� 	
�� �	� 	
�� ����� 
�����


�������$*��� 0���� ������� %��� �����	������ �	� ����	������ ��	
� 
��

�
	����1 �

�� ����
�	 ���� ������������ 2�����	��	 �#� ��	 3��
	� �	�

�#� ��	 ������	�	�
��� �
	 �
		 ��	� 4����
	� 
�� ��� 4
�� π ���%����	)
��� ��	
�� ������	�	� ������ %��� 
�� ��� 56� ,�
��� �������
�	 %����	�

!
� 7'��
���	
��8 
�� ��	 ���� 	�� ������	��� ���
��� ���

*�
������	�	
��*�
������	 4��� %��� ��	���	 �	 ������ ,�
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��	����� ����
�������) �� 
��� �� �
����
����	�������� 9π)
7	�����
������	��8 +�����	:�

;����� 
����	 ���� �����	�� �$����������	 
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�����������	 
����� 
�		�
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�� ��� �����	
���
 ���
������
�� ����� �	
�	��
	��	��� ��� ����

π ��� ����� ���� ���	��	
 ��� ���������������� ��� �	� �����	�

�����
�
	�� �	� �������	�������	����	��������  	�!	��	�" #�� ���

$	 ��	 %����	� ��� &��������$	 ��� '��$�	
 ����!	��	�� ��� 	��	 (��

$	��	 ��	��� �����	��	� ����	�)�� 	����	 ��$	� ���� ����� �����	�����*

$	�	���	�� ��� �	������ ��� ��� ���	$���* �	
 ��	� �	!��
	�* 	� ���

���	 ��������	� �� $����	� ��� �� �	� %��� 	����� 
+������� �	���

�� ����	�" ,�	 �
 -���	��	� 	���	����	� .�������������	17,18 �+��

�	� ��� .�/���'��$�	
  	��	������	�) �	�  +����������������������	

0������� ��� ��� �	��	 ��������� ��!��	�"

����� �����	
�� �
������ �	� ����	������ 
�� ��������	��	����	�������	� ��� 
�� ���
������  	� !"##$ �	��%������� ��
 &�'��$ ���(���
� !"))$ 	�� ����
�� �� *"*�

���	(�� ������� +�,��	��� �	����������$ -%�� ��� !"*!$ �� .. �
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�� ���� ������	��
 ��������	��

�� ������	�
��� �
����������������	���� 
�� ���� π�
�����
��� �� ���
���� 	�� 
	� ������ ���������	�� ��� ��������	

��	��� �� �� ���� ���������	 
����
��� ��� ������� ��� ������� ��

������	 ��� ���
���
���� �	� �� ���	��� �� ��!��
� " 
	� #	�������$%

��� 
�� ���	���������	��� &��	���� ��
 
�� ���� ��� '(�������� ��$%

�����	$���  	� 	���� ���� 
��� 
	� 22
7 ≈ π ����)������
� �������

��������� ���
���

�� ������	�
��� *��������
�+���" 
	� �� �
������������� ��� π $+�%
���� ��	��� �	� 	� �� ���� ��������� ��
 �� ������ �� ,	����	 ������

�	�� ���� ��$
���	��� ������������� �� ������	�
���� ����������	%

���� ��
 �� -����	������ ����������

���������	�
	��
� �
 �����������	
	��	 �����������

������	�
����� -������% ��
 . $���������������� 	 ����  ������

 	� 
� ���	�� *���/
����" *���� $
���" ����  ���������� 0	������

,	����	 π ��� 1�	� �	������ ���!�� ��� 23 ���
�����4

5 1&�� -����� �	��� ���	��� 	�� ����� ���!�� ��� 75 cm2� 6	� ���! 	�� ��	�

*�
	��71

5 18�� ���� ��� �	�� 
	���� 9�� 
�� :
��� ;<  �	��� ���	�� 6	� ���!

	�� ��	� &���� �����73
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� ���� ����	 
���� ��� ��� 
������ 	�� ��	 ������ 16 cm2 ������������

�� ������� ����� 	��� ��� 60 cm2 ������ ������� �����	����� ��� ���


������ ����

������ ���� ���  ��!����� 	��������� ������� ���� !��� ���	����� ��"

��� �������	�
 ��������
������ ��
	���

��� ��� ������������ ����������#����� $� %&�%' �#��� 	�� ������ ��(

)�#�������*� +�,���	���������� ���� ��� �������� ���� �����������

��� ������� ��������� $����������� ����,		��� ��� -.������ ���� 	��

π≈/01& ����������
2� �������� ���0 ���� 	�� ��������	
��
 ������ 3����������� 	�� ����(

����� 2����� �������� ��� ���� ���� ��� �����	����� -.���� ���������

4� ��������� �������)� ����*,�� ���0 	��� 	�� ���)����� 2�	������ ���

�������� $������ !.����� *��������� ������0 ��� �����	���� -.���� ��

������!��� ��� �������������� �� ��� 5���� �������������

���� ��� 3��������� ��� � .������ ��� 6�)),!������ ��� #��������

+�,���	� ��� �� ������ $����� ���������



�� ���� ������	��
 ������	
��	

1)

�������� �

�	 
�� � � 70 cm

	 ���������

2)

�������� �

�	 
�� � � 50 cm

	 ���������

3)

�������� �

�	 
�� � � 16 cm

	 ���������

4)

�������� �

�	 
�� � � 32 cm

	 ���������

5)

�������� �

�	 
�� � � 40 cm

	 ���������

6)

�������� �

�	 
�� � � 20 cm

	 ���������

7)

�������� �

�	 
�� � � 20 cm� � � 8 cm

	 ���������

�	 ���������� � ��� ���

������������� ��� �������

�� �



��������	�� ���� ������	��
 ��

8)

�������� �

�	 
�� � � 28 cm

	 ���������

9)

�������� �

�	 
�� � � 10 cm� � � 2 cm

	 ���������

�	 ���������� � ��� ���

������������� ���

������� �� �

10)

�������� �

�	 
�� � � 5 cm

	 ���������

11)

�������� � ��� �

�	 
�� � � 35mm

	 ���������

12)

�������� � ��������


�� � � 3,2 cm
��� ������ ����������

13)

�������� � ��������


�� � � 12 cm
��� ������ ����������



�� ���� ������	��
 ������	
��	

14)

�������� � �	�
���� 
�� � �

1,9 cm 	�� ������ ����������

15)

�������� ��� ��� � ���

�	�
�
�	�� �	�
���� 
��

� � 46mm 	�� � � 15mm
	�� ������ ����������

���

��� ��������������  ���
���

!������ �	� ��� "�
!�� AD 	��

DB� �� �#�� �� $	��� % ���
 ����� ��������& ����� ���� ���

'	���������((�� $	��� � ���

� �	������

���� �������� DC
�	�
���� 
�� AD = 52 cm 	��

DB = 80 cm 	�� ������

����������

17)

��� )������������ ��� ���

*+�� �� �������� ���

,	��������� � �	� ���

*+���

18)

�������� �

�� 
�� - � 3 cm
6 cm
12 cm

!� ���������

19)

�������� �

�� 
�� - � 3 cm
!� ���������
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�������� �� 	�� 
����
�
������� ����� �����

��������

����� A = π r2 U = 2πr

��������������� A = πr2 · α

360�

=
r · b
2

������
������� A =
r · b
2
− s · (r − h)

2
≈ 2

3
s · h

�����
A

A
=

α

360�

��	
α

360�

=
b

2πr

1) A = a2
(
1− π

4

)
= 0, 2145 a2

A = 1051,05 cm2

2) A =
d2π

16
= 0, 19625 d2

A = 490,625 cm2

3) A =
s2

2

(
1− π

4

)
= 0, 1075 s2

A = 27,52 cm2

4) A =
πr2

8
= 0, 3925 r2

A = 401,92 cm2

5) A = a2
(π

2
− 1

)
= 0, 57 a2

A = 912 cm2

6) A = a2
(
1 +

π

3
−
√

3
)

= 0, 315 a2

A = 126 cm2

7) A = π

(
R + r

2

)2

= 0, 785(R + r)2

A = 615,44 cm2

 ��	� �������������� ���	 ������

���!

8) A =
πr2

2
A = 1231,5 cm2


�� π = 3, 14 :

A = 1230,88 cm2

9) A =
π

2
r(d− 2r)

= 1, 57r(d− 2r)

A = 18,84 cm2

 ��	� �������������� ���	 ������

���!

10) A =
s2

2
(π −

√
3) = 0, 704 s2

A = 17,6 cm2

11) A =
r2

6
(4π − 3

√
3)

= 1, 227 r2

s = r
√

3

A = 1503 mm2

s = 60,62 mm
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 �������	
��

��� ����� 	�
 ��	
�� x 	�
�� 	��

�
��������� 	�� ���
��� �
�
�

���� �� ���� �
 ���� 	�
�� 	��

��
��
��������� 	�� ���
���

�
�
�����

x = 6r
x = 19,2 cm

13) x =
D

6
x = 2 cm

14) x =
8
3
r

x = 5,07 cm

15) x =

√
a2

4
− r2

x = 17,4 mm

16) DC =
DB2 −AD2

2DB
DC = 23,1 cm

17) A =
h2

√
3

=
h2

3

√
3

18) A =
25
36

R2π

R = 3 : A =
25
36
· 9 · 3, 14

= 78, 5 : 4

A = 19,63 cm2

R = 6 : A =
25
36
· 36 · 3, 14

= 25 · 3, 14

A = 78,5 cm2

R = 12 : A =
25
36
· 144 · 3, 14

= 100 · 3, 14

A = 314 cm2

19) A =
3
4
·R2 · π

A =
3
4
· 1
9
·R2 · π

A =
1
9
·R2 · π

A = A −A + A

=
(

3
4
− 1

12
+

1
9

)
R2π

=
27− 3 + 4

36
R2π

=
28
36

R2π

A =
7
9
R2π

R = 3 :

A =
7
9
· 9 · π

= 7 · π
≈ 7 · 3, 14

A ≈ 21,98 cm2
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A1 = πr2

A2 = A1

a2 = πr2
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V1 = 2a3
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b3 = 2a3

b = a
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cos 3α = 4 cos3 α− 3 cos α
cos α = 4 cos3 α
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Konchoiden
des Nikomedes
(150 v. Chr.)
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Zissoide
x2 + y2 = 16

A(-6|0)

Zissoide
x2 + y2 = 16

A(-4|0)

Zissoide
x2 + y2 = 16

A(-14|0)
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Zissoide
x2 + y2 = 16

A(-2|0)

Zissoide
x2 + y2 = 16

A(-1|0)

Zissoide
x2 + y2 = 16

A(-0,2|0)
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12 cm = 2 · 5 cm + 2 cm 12 cm = 1 · 7 cm + 5 cm
5 cm = 2 · 2 cm + 1 cm 7 cm = 1 · 5 cm + 2 cm
2 cm = 2 · 1 cm 5 cm = 2 · 2 cm + 1 cm

2 cm = 2 · 1 cm
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12 cm = 1 · 8 cm + 4 cm
8 cm = 2 · 4 cm
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741 = 1 · 559 + 182 559 = 3 · 182 + 13 182 = 14 · 13 + 0
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182

= 3 +
13
182

182
13

= 14 + 0
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2953059
2721222

= 1 + 1

11+
1

1+
1

2+
1

1+
1

4+
1

3+
1

4+
1

1+
1

3+
1

10+
1
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L
D ≈ 12

11 , 13
12 , 38

35 , 51
47 , 242

223 , 777
716 , 3350

3087 , 4127
3803 ,

15731
14496 , 161437

148763 , 984353
907074
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L
S ≈ 13

12 , 27
25 , 40

37 , 107
99 , 254

235 , 2139
1979 , 36617

33878 , ...
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10′30′41 = 321
−9′00′00

1′30′41 62 · 2
−1′24′00

0′06′41 641 · 1
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13 �� ����
9��� ����� :.�����
 ��� ;$ ��� '��� ��� x� )��� ���

√
13 = 3 + x$ ����

13 = 9+6 ·x+x2� 8������ ���
� x = 2
3 − x2

6 $ ��� ����� ���.�� ��� �����
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13 ≈ 3 + 2
3 = 11
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√

13 = 11
3 + x$ #�� �� 13 = 121

9 + 22
3 · x + x2 ��� x = −4

9 · 3
22 − 3x2

22 $
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√

13 ≈ 11
3 − 2

33 = 119
33 ������
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z = z1 + x 30�47

z2 = z2
1 + 2 · z1 · x + x2

x =
z2 − z2

1

2z1
− x2

2z1

9�������� ��� x �� 0�4 ����� ��

z = z1 +
z2 − z2

1

2z1
− x2

2z1
< z1 +

z2 − z2
1

2z1
= z2 .
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z2 =
z2 + z2

1

2z1
=

z2

2z1
+

z1
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 n =
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2 < z2
n

2zn
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2 = zn�
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z1 = 2

z2 =
5

2 · 2 + 1 =
9
4

z3 =
5
2
· 4
9

+
9
8

=
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z4 =
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+
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=
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zn = (z1 + x)n = zn
1 + n · zn−1

1 · x + ... �����

zn − zn
1

n · zn−1
1

≈ x

z = z1 + x ≈ z1 +
zn − zn

1

n · zn−1
1

=
zn + (n− 1) zn

1

n · zn−1
1

z ≈ zn + (n− 1) zn
1

n · zn−1
1

���	
 	�
 ��
� 3
√

30 ≈ 30+2·33

3·32 = 28
9 ��� 4

√
60 ≈ 60+3·34

4·33 = 101
36 .

�	� ������� ������ �	�� ���� ����������� ���� ��� ���� ���� x2
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��

���������	
��
�

x ≈ zn − zn
1

n · zn−1
1

x2 ≈ zn − zn
1

n · zn−1
1

· x


�	
 ��� 	�����
 �� ��� ��������	� ������ ���� �� ��	��
 ��� ��� �������

��	����� x ≈ 2z1(zn−zn
1 )

(n−1)zn+(n+1)zn
1

��� ��	�������	 z ≈ z1 · (n+1)zn+(n−1)zn
1

(n−1)zn+(n+1)zn
1
�

��� z2 = 5 ������
 ����� ������ ��
 z1 = 2 �� ���
�� ��	��


√

5 ≈
2 · 3·5+22

1·5+3·22 = 38
17 = 2.2352...

��
 ������ ��
 
�� !�
���	
��� 	"	���� #�� ��� ��
 ���� $� %����� ��	��

����������
� &�	 ���� ��� 	��� ��� '��� ����� ��� '����� (�� ��	�����

������
 '���� '�� ��� �����
���	 	"	��� #�� ��� �����	��� ����� )��*

��������� ���
�
 �� ����� ����	�� ���� ��

�� ��� ��
� ��	���� ��� �"��
�

��
 ��� &�	��
 ����� +�����
�� ����� ���	 �� 	"	���� %�������

�� �������	��
��
 �
� ���� �����
������

,�� -���	���� ����
 ���	 ���� !��������  � ��� %�

������	�� ���

.�����
'�� ���� #��� ��� ��	���� ��� %�

������	� ��� ��� #�� ��� ���

��� ��
�����	�� ,�	��� n = 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, ... ���	

��� )����	��� �����	���� '���	�� �� ������ !��	 (�� ��������	 /��
*

���� ������
���
 '����� ��	��
�� ���

√
2 = 1 + 1

1+
√

2
=

[
1; 2

] √
3 = 1 + 1

1+
1

1+
√

3

=
[
1; 1, 2

]
√

6 = 2 + 1

2+
1

2+
√

6

=
[
2; 2, 4

] √
7 = 2 + 1

1+
1

1+
1

1+
1

2+
√

7

=
[
2; 1, 1, 1, 4

]

√
8 = 2 + 1

1+
1

2+
√

8

=
[
2; 1, 4

] √
10 = 3 + 1

3+
√

10
=

[
3; 6

]
√

11 = 3 + 1

3+
1

3+
√

11

=
[
3; 3, 6

] √
12 = 3 + 1

2+
1

3+
√

12

=
[
3; 2, 6

]



��� ����� ���� ������	
������

√
13 = 3 + 1

1+
1

1+
1

1+
1

1+
1

3+
√

13

=
[
3; 1, 1, 1, 1, 6

]

√
14 = 3 + 1

1+
1

2+
1

1+
1

3+
√

14

=
[
3; 1, 2, 1, 6

]

��� ������	 �
����
�
 �
 �����
 ���������
�

� ��	 �����
�	��� ��� ��� �������

√
n = a0 + 1

a1+
1

a2+
1

a3+...+
1

ak−1+
1

a0+
√

n

, �����

�	 ��� ���� �
�
������
� ��	 �����
�	��� ��� ��
� ��	����� ���� ��  ��� ��
� 
���	�����

!��� k �� ���� ak = 2a0, ak+m = am�
� ��� ��	���� ��� ��
� �"##��	��� ���� �� ��� a1 = ak−1� a2 = ak−2�

a3 = ak−3 ��$�

%�  ��� 
��� ��
� ��
&���� '��	�� �
 � ��� ��
 ������	
 (� �#���� $�	)
��
 
�

 �
� ��
�
 !���##�
��
 ($�����
 *���	��$�	(��
 �
� ���)
��
�	����
 ���&����

+��� 
���	����� !��� n ��� � ($�����
 ($�� ��
�����	��
 *���	��(��)
��
� a2 ≤ n < (a + 1)2� �,��� ���� ���� �
 ��	 -�	# n = a2+b #�� a, b ∈ N

��	������
�

%� ��� 
�
 z =
√

n =
√

a2 + b� ���� z2 = a2 + b� .��	��� &�� �

z2 − a2 = b

(z − a) · (z + a) = b

z = a +
b

a + z
.

/�
 
�

 #�
 ��& ��	 	�����
 ����� &�	 z ����� -�	#�� ��
���(�
 �
�
��
�##�

z = a + b

a+
�
a+

b
a+z

� = a + b

2a+
b

a+z

���0�
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���������	�
 ���
�	
�� ����	 
� ��� ����������� ��		�������

√
n = a + b

2a+
b

2a+...

�����

��	 ��� ������� 2a� ��
 ��� ��

�� 
��� ���������� ���������� �����	

����������  ��
� 
��� ��
� !��

��"# $� %������ ��� &���� b
2a �
	�

��� ����������� ��		������� ��	 ��� '�
	��	

z = a0 + b1

a1+
b2

a2+
b3

a3+...

. ���(�

)��� ���� *���
����� ����	�
�� �bi = b�# ���	 ������ ai = 2a0 ��� i = 1, 2, ...#

� 
	���	 ��� ���������� ��		������� ��� �+����� ��� ,�����	-��
��√

a2
0 + b ����

 �� ��%����
��� ������	���
 ��� ��
 .�� /�������� 0��	��� �����
	���	�

1�������� 
�� &��������� ��� ,�����	-��
��� ����	 ����� 
� �����

��		�������# �� ��� ���� *��������� ai 2�
�	�.� ���
� 3����� 
��� ���


��	����� *���
����� bi ��� ���	 1 ������ )����� ��		�������� ���4��
����������# ��� %��� 
�� ���� �� ��� ��5������� )������-��
� �� ��%����

�������� ��	�����6

√
n = a0 + 1

a1+
1

a2+
1

a3+...+
1

ak−1+
1

a0+
√

n

= [a0, a1, a2, a3, ...]

/�� -����� ���	� .�� b �
	 ��� ��		������� ��� �������4��7
8+����� ��� b = 1# ��� ������������� �
	 ���� k = 16√

a2 + 1 = a + 1

2a+
1

2a+...

=
[
a, 2a

]
,

���� ���� ��� b = 2 �����	 ��� ����� ���
�� ����� �������4���� ��	9
	�������# �� ��	 ��� ������������� k = 26√

a2 + 2 = a + 1

a+
1

2a+
1

a+
1

2a+...

=
[
a, a, 2a

]
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������

��� a = b · c� c ∈ N� ���� �	�
 b ��� c �
�	
� �
� a� 
���	� ��� �����
����
� 
�
���		� 
��
� �
�
	�����
� �
��
������ ��� �
� �
��
�
�	���


k = 2� √
a2 +

a

c
= a + 1

2c+
1

2a+
1

2c+
1

2a+...

=
[
a, 2c, 2a

]
.

��� ��
�
� �
��
	� ���� ��� ��� ��
  ���
	 ��� �
� !��	
� "� #� $� %�

&'� &&� &"� &(� &)� "'� "%� "(� #'� *** �
� +
,
�	� ���
�-���
� �
�
	����.

�
� �
��
������ 	
���� �
�
���
�* /
��0�
	�,
��
 ���
√

39 =
√

62 + 6
2 =[

6; 4, 12
]
*

�� ������

1�
 �� ��
�
� 2�������� ����
��
		�
� !�����
�����
 ���� ����� �	�

3��
�����������	�
 �� 
��
� 4* �	���
 �
������ �
��
�� �
� 5
��
� �	�

������
�����
��
 6���
���������
�����
� �
,���
�*  
� ���� ���
�

��� �
� �
��
������
� �
����
� �-���
 �
� ��� ��
 5��
������ �
�,�
�
�*

7� �
� � 
��
 �����	���
 !��	� ��
� �
��
 8���������	� ��� z2 = n* 1���
���� z ���� �	� 
�� ��
��	���
�� 0
��
�����
� �
��
������ �
�����
�
�
,
��
��

z = a0 + 1

a1+... +
1

ak−1+
1

a0+z

=
[
a0, a1, a2, ... , ak−1, 2a0

]
. 9(*&:

 �� �
�
����
� ��
 ;��
����������
 �
� ��
��	���
� �
��
������
� ���
pn

qn
= [a0, a1, ..., an]� 
� ��� �	�


p0

q0
= [a0] =

a0

1
p1

q1
= [a0, a1] = a0 +

1
a1

=
a1a0 + 1

a1

��,* 1�
 !��	
� ��� ;
��
� �
� ;��
����������
 �
���
� �
� <
���.

��
���
��
	�

pn = an · pn−1 + pn−2 9(*":

qn = an · qn−1 + qn−2 . 9(*#:

� ����� �����	
 ��� ����� ��	 
�	 �����	
�����	� �
��� �������
� ����

�����
 �����

 �����	�������� �� ���� ��		���� ��� 
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��� ������� �� 	�

����
�� ��� ��
 ���� �����
���� �� ��
 ak =
2a0, ak−i = ai ��� i = 1, 2, ... , k − 1� ��� ���� ��� 	�

����
�� ���

�� �
�� �� ����������

z =
[
a0, a1, a2, a3, ... , a3, a2, a1, 2a0

]
.

���
 ��� ��� 	�

����
�� z = a0 + 1

a1+...+
1

a0+z

 �� ���
�� ��� �
�! ��

���"�
 ��� ���� #�����
�$ ��� %��� z = p·z+c
q·z+d ��
 ��
�������� &�����

'! (! � 
�� �� )����
� ���$


z · (q · z + d) = p · z + c

q · z2 + (d− p) · z = c

(d− p) · z = c− q · n

�� z ����� ��
������ &��� ��
! ���$
 d−p = 0 
�� c− q ·n = 0� *� ��
 ����

z =
p · z + n · q
q · z + p

. +��,-

����� #�����
�$ .��� �
��� ���� &�����'���� (p|q) �= (0|0) ������
� ���

/
0��
�$ ��� 	�

����
���� ��� ������
 ����! .��� k ��� ������� ���

	�

����
���� ��
! ��� �����

�$ ���
���
� &�����'��� p = pk−1, q =
qk−1� ���� ���� ��� 1��
������������� ��2 
�� ��3 $��
 .�$�� an =
a0 + z

pk = (a0 + z) pk−1 + pk−2 qk = (a0 + z) qk−1 + qk−2

pk = pk−1 · z + a0 · pk−1 + pk−2 qk = qk−1 · z + a0 · qk−1 + qk−2


�� ����
 z = pk−1·z+a0·pk−1+pk−2

qk−1·z+a0·qk−1+qk−2
��
 p

q = pk−1

qk−1
= [a0, a1, ... , ak−1]�

4��� ����� ��
5  �� ��$����� +��62 � �733- ���� &"���� 
�� 4���

��� ������ 4"���
�$���
���� ���
�$�� ��� ��$�����
�� ����8����� #����

��
�$! 
�� 5.�� ��


p2 − n · q2 = 1 ����� � $����� ��


p2 − n · q2 = −1 ����� k 
�$����� ��
�

)����
� ���$

(

p
q

)2
= n + 1

q2 +����� � $�����- �5.�
(

p
q

)2
= n− 1

q2 +����� k


�$�����-�

��� ����8���� #�����
�$ ��
 
��������  ���� ���
�$��! 9��� �
���
 &"����


�� 4����� ����� 4"���
�$���
���� ��� 
���������� 	�

����
��� ���!


�� 5.�� ��




��� ����� ���� ������	
������

p2
mk−1 − n · q2

mk−1 = 1 ��� m = 1, 2, 3, ... ����� � 	
���
 ���

�� m = 2, 4, 6, ... ����� k 
�	
���
 ���

p2
mk−1 − n · q2

mk−1 = −1 ��� m = 1, 3, 5, ... ����� k 
�	
���
 ����

��
 ����
� pmk−1 
�� �
��
� qmk−1 �
� ���
�
�	������
 ���
√

n ����

��� ��� �
� �
�
����������
�� ��� 
�� ��� �
�
���
�� �������
� ����

���	
��
 ����
�� ��� ��
 �
�
���
�	 �
�  !�
�	
� �
� "
��#���
� $�
�%

��
�	 �
� �
� &�������!�
�	
� pk−1 
�� qk−1 '

pmk−1 =
1
2

[(
pk−1 +

√
nqk−1

)m +
(
pk−1 −

√
nqk−1

)m]
qmk−1 =

1
2
√

n

[(
pk−1 +

√
nqk−1

)m − (
pk−1 −

√
nqk−1

)m]
.

(
�)� ��� �
� �
� �
���
� (
��
 �� $�
���
�	 ��* ��� z ��
 ���
�
�	 p
q


��+ 
����� ���

z ≈
p · p

q + n · q
q · p

q + p
=

p2

q + n · q
2p

=
1
2
· p
q

+
n

2
· q

p
.

(
�)
� ,�� ��
� n = z2 
�� p
q = zn+ �� 
�����
� ,�� ��
 ����
� -�� .��

����
���'

zn+1 =
zn

2
+

z2

2zn
.

�
� �


 ���
�
�	���
�� zn+1 = p′
q′ = p2+nq2

2pq 
������ ����	
�� 
�
������

��
 "
��#���
 $�
���
�	� �� ��� �������

p′2 − n · q′2 =
(
p2 + nq2

)2 − n · (2pq)2

p′2 − n · q′2 =
(
p2 − n · q2

)2

p′2 − n · q′2 = 1

��
 ���	
��
 /��
��
 
������ ��� ��
 
���
� 0
�)
��
√

n ��
 "
����
 k
�
� 1
��
���
��� 
�� ��
 &�������!�
�	
� p = pk−1, q = qk−1 �
�

)
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���
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262 = 252 + 51 = 252 + 50 + 1 = 252 + 2 · 25 + 12
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(n + 1)2 = n2 + 2n + 1
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������	��� ����� �����	�������� ��� '��������� ��� '�		��������� (��
��$���� ���� ���� �����	��� ")		�� ����	��� ��� &���	��� ���	� ��� ���
����������� *'���+%���������
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6���	��1��$����� ��� 7� �		�  ������� ������� �	�� �� !� ����� �����
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75 : 9 = 8 R=3 d. h. 75 = 8 · 9 + 3
62 : 9 = 6 R=8 d. h. 62 = 6 · 9 + 8

75 · 62 = (8 · 9 + 3) · (6 · 9 + 8)

75 · 62 = 48 · 92 + 64 · 9 + 18 · 9 + 3 · 8
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���� 4 · 3 = 12 *������(������ �� ������� ���
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 &������� ���� ���


3� 
��� .� (����� ��� ��� ��
����� &� � ��� 2 ��� ��"����� &
� ��-�+�

������
��� ��� ���� 4 (�

�� 5���� 4 0������ ��
 ���� ����� ����+�

4�
�� 4 �
���� ���� (���� 6�
�
�7�
��� ��
 &�+��� ��
 *������(�����


��
�

.�
�� 5���� ��
 ��� &�+��� ��
 .��+�
������� �� ����
�
 8������"

+�

�
� 1 
 ��� 3� .�� ��
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�� ����� ���� 38 · 37 *������(������ � 
 ��� !� .�� ��
 ���� ����� !;

��-�+� �
��� ��� �
���� �
�� ����� ���� 38 ·37 ·36 *������(������ ��� �
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	��
 38 ·37 ·36 ·35 *������(������ ���� 4�
 ���+��� �� �� ��
 !9� .�� ��
 ���

����� ��
 ���� *������(���� 4�� &�+��� ��
 .��+�
������� ��� ��
�����

38 · 37 · 36 · 35 · . . . · 4 · 3 · 2 · 1� &����
������ �
���� ���� � 
 ����� &�+���

��� ������������ �
�7� <����
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�� ���������	
� �
� �
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��� �
� ����
� P (n) ��� ����
	
�� ��������
���� ��� n ����	

��

����� ��������� 
�� ���
	
 ��� ����� � ��� ���!��
	
�� "�
���

��� # �
� n$

P (n) = 1 · 2 · 3 · 4 · ... · (n− 2) · (n− 1) · n

��� ����� � 1 · 2 · 3 · . . . ·n  !��� ��� �� ���	
 ��� %&���� 'n!(
)�������$ 'n *� ���+�(,

����
� �
��������
����

1! = 1 = 1
2! = 1 · 2 = 2
3! = 1 · 2 · 3 = 6
4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24
5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120
6! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 = 720
7! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 5040
8! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 = 40320
9! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 = 362880

10! = = 3628800
11! = = 39916800
12! = = 479001600
13! = = 6227020800
14! = = 87178291200
15! = = 1307674368000
16! = = 20922789888000
17! = = 355687428096000
18! = = 6402373705728000
19! = = 121645100408832000
20! = = 2432902008176640000
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"#���� -���� ���	

%�	 � �������� 2' ( ,)3 
#�	�� ,)3 2,.

��	 � �������� 2' ( ,)3 
#�	�� )&3 *..

��	 � �������� 2' ( ,)3 
#�	�� *+3 )4.

��	 � �������� 2' ( ,)3 
#�	�� &53 ,2.

��	 � �������� 2' ( ,)3 
#�	�� +33 *.
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��	 	�� �������� *' ( + 
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�� �� ������ �	 
����
 ����
������� ������� ������� ���� ���� ����

	���� ���� ����
����� ��� ��� ��
����� ����� �� ��! "��	#������

����

�� ����$������� 	����� %� �% "��	#�������� 	�� &'%� ��
������

�� (� ��� )����� "��	#�������� ��� ���� ���	���� ������%���'�*�& ������

��� ���	���� ��%���' �������������� #�� +���

�� �� ��� ��
�
������ ,��������
�-

�� �� �������
�� ,��������
�-

��
�����.

�� �� $��	#������ ��� ���� ���	���� ���%�'���*�&. P (5) = 5! = 120
�� (� /���� ������ 
��#������ ��! 
�����#�
�� 01���� ��� ���	���

�� ��� 2���0� #���� ���� �#� %�  �% 
���� $��	#����� ������

��
�����. �&&! "��	#���������

�� 3�� )���� "��	#�������� �4	������� �' 2#�������� ��� 
�$������

��
�����

�� 	�� �� �� 	�� ���� �� 	�� ����-

��
�����. �� P (25)� �� P (23)� �� P (22)�

%� 3�� )���� &�������
� 5����� 
��� ��� �� ����� ��� 5�6�����1�0� �'� �'�

�' #�� %' )��0�		��-

��
�����. P (4) = 4! = 24

�� 
� ������� 7������ ������ ��� 3���� 8��	#�9 #�� 8���#	9� ���� 	��

��� ��� "��	#������� ����� 2#�������� ������� #�� ��� "��	#��������

�� ��:�0�
��$������� ,��������
� �#����������

��
�����. ��	#� ����� �� &� 7������ ���#	 ����� �� &'� 7�����

'� ��� ���)����� "��	#������ ��� 2#�������� 8���	�:9 ��� ��� 3��� 8�:�

�	��9-

;1�#�
.

��� � ��
����� P (5) : 2  '! "��	#���������

	�� �� ��
����� ������� P (4)  �% "��	�� +#�� &% "�

	�� �� ��
����� ������� P (4)  �% "��	�� +#�� �!& "�

	�� �	 ��
����� ������� P (4)  �% "��	�� +#�� ��� "�

	�� �� ��
����� ������� P (4)  �% "��	�� +#�� ��' "�

	�� �:�� ��
����� ������� P (2)  � "��	�� +#�� ��& "�

�:�	�� ��� ���� ������� "��	�� +#�� ��< "�

�:�	�� ��� �� ��<� 3��� �� ��� ��:�0�
��$������� 
�����#�
 ������

2#���������
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	� ��	��	� 
��� ��� 5!
3! = 5 · 4 = 20 &�
�

 ��+' �	���
�
���	� 1�����



��� ���������	��
� ��
�� �����	
����


���������� ���� ����� n 	
������� α 	
������ �������� 

����� ��
��

�� ���� α� ������������� �� ���� ��������� �� ��� �����
 ��� ���
�������������� ������������� ���� α 

������� Pα(n) �� ����
���� ����
��� ���������
 P (n) = n! ����� α� 
����
� ������ 

	
��� ���� ����� n 	
������� α 

����� ����� ������ β 

����� ����� ���
����� ���� γ 

����� ����� �������� �� ��� ��� �����
 ��� �!

�����
������������� 

Pα,β,γ(n) =
n!

α!β!γ!

�"�� ��� ���#
��� ������ $ %���&��
� ��� ��� '���
�� 
��(�
� ��� ���
)��� ���
����
����


� ��������� "�� ��� *���� ����� )�

������� ������ +$ �������� �� ���
���
��
�� ��� ���� , *������ $ -������ . /(����� 0�� 1��
� 1�����������
0�������
��
�� ���� �!

���� ���� ��� ��� ��� /��2��
� 3*���4� 3-���4
���� 3/���4 
������� ����5

6!���
 P6,2,4(12) =
12!

6! · 2! · 4!
=

12 · 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6!
6! · 2 · 4 · 3 · 2 = 13860

+78,9 1����������� 0�������
��
�� ���� ���2����

�� ��������� :� �������2�
�� ����;������ ����� 
�!;���� ����� ��

 ���
��� 2#������� 0�
� 1�� ���2� � ��� ���2� 	 
�
��
��� ��� ���1��

1������������ <����� ��� ��� �!
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1�� � ���� 	 ���#�2
�
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���
 ����������� ��

�� 2!����� A��
���������
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P5,3(8) =
8!

5! · 3!
=

8 · 7 · 6 · 5!
5! · 3 · 2

= 56

��� �� ���	
���
���� ������ ���� ��� ��� 
�� �����	��� ��� ��� �

��
� � ���������

��� �������� ��	 
��	�� ��������	������� ��		� 	�
� 
�	 ��	
���	
��

 �����
����
� ��!������ "#����$ %���� &��� '(�� )*	��� ��� 
�� #+��,

-./01 2����� 3����	 4��	��	�����5

������������	�

-� ��� ����� �6	�������  ����� ���� ��� ��� 
��  �7��� -1-1-18 ��
 9

	
�������:

�������	$ P3,1,1(5) =
5!

3! · 1! · 1!
= 20

;� ��� ����� ����
� �6	�������  ����� ���� ��� ��� 
��  �7��� -1-1-1;1;19

���
��:

�������	$ P3,2(5) + P3,1,1(5) = 10 + 20 = 30

8� ��� ����� 06	�������  ����� �*���� ��	 
��  �7��� -1;18181<1<1< �����6


�� !��
��:

�������	$ P2,3(7)− P2,2(6) = 420− 180 = 240

9� ��� ����� ������������� ��� a5b2c �������� ��� �1 ��� � ��
 ��� 
:
)*	���$ (�	 ������� � ���� 	� ��� �� ��	��� #����� 	�����1 !�� �	

���	
���
��� ������������� 
�� �������� a4b2c ����1 ��	�

P4,2(7) =
7!

4! · 2!
= 7 · 3 · 5 = 105����

���	+��
���
 �	� P5(7) =
7!
5!

= 42

&�
 P5,2(7) =
7!

5! · 2!
= 21

�������	$ -<� ������������� �������� ��� �1 9; ��� � ��
 ;- ��� 
�

�� ��� ����� ������������� 
�� �������� �1�1�1�1
1
1
1
1
1
1
 ��������

��� ��1 ��� 
�
 ��
 ��� ��

:

)*	���$ #����� 
�� �������� �� �� ������1 	� ������� 
�� ��������

��






 �� +����������� ���	+��
���
 
�� ���
�� ��
���� 3�����

=�� ��$ P4,3(9) =
9!

4! · 3!
= 9 · 8 · 7 · 5 = 2520
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��� ���� P3,2,3(8) =
8!

3! · 2! · 3!
= 8 · 7 · 5 · 2 = 560

��� ����� P2,3,2(7) =
7!

2! · 3! · 2!
= 7 · 3 · 5 · 2 = 210
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��� � �������� P2,2,2(6) $ %� �"���� %� ��

��� � �������� P3,2(6) $ �� �"���� &� '��()

��� �� �������� P2,2(5) $ *� �"���� &� '��()

��� ��� �������� P2(4) $ �� �"���� ��� �+

��� ��� �������� P2,2(4) $ � �"���� ��, ,

��� ��� �������� P2(4) $ �� �"���� &� '��()

��� ���� �������� P (3) $ � �"���� ��+ �

������� ��� � ���� ��
 �

������� ��� � ���� ��� �

���� ��������	
	 ����� �����	��
�����


�������� ��� '��(� '����������� &-��.������ /(����� (����� ���� ���

'��� /����� ������((�� 

	�� /����� ����� �� �� �� �
 	����� �� �� �� ��

�� �� �� ��

�� �� �� ��

	
�����
� 4 · 3 = 12 '����������� &-��.������ /(�����


��� ����� ��� ������ ��.���� ��� + 0(������� 1/�����2 3�-��(� � '��4

��������� &� ����� �(��5 1/(����2 &������������((�
 ��� ������ ���

���� ��������� �	 
����
 �
� � ��
�
��

 6��&� V2(4)


�������� ��(�� '����������� *4.������ /(����� ��� ��� + '�����������

/����� �������)

��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ���

	���� 7�������� *
 6(���� ��� + 0(������ ������

V3(4) = 4·3·2 = 24 �����������"�(���5�����




���������	�
 ���������	��
� ��
�� ��


���������� ��� ��� n ���	
���
��� �������� ������� ��
 ����� ���
��	 
��	�� k ���	
���
��� �� ����� ���
�� 	� ����� ��� 
��	� ��	���

���	������� ���� ��������� �	� k
��� �
���� ��� n �
������� �������

Vk(n)�

�	
����� ��� �  �!���� "��
�� 
�� ��#��� $� %� &� '� (� )� *� +� � �������

���� ��� ���
���

� ���	�� ������ ,-��� $� .�� 
�� � ��� / V1(9))
9 · 8 �"��	�� ������ ,-��� %� .�� 
�� � ��� / V2(9))
9 · 8 · 7 
���	�� ������ ,-��� &� .�� 
�� � ��� / V3(9))
9 · 8 · 7 · 6 ����	�� ������ ,-��� '� .�� 
�� � ��� / V4(9))
9 · 8 · 7 · 6 · 5 !0�!	�� ������ ,-��� (� .�� 
�� � ��� / V5(9))
9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 	�
�		�� ������ ,-��� )� .�� 
�� � ��� / V6(9))
9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 	�����	�� ������ ,-��� *� .�� 
�� � ��� / V7(9))
9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 �
��	�� ������ ,-��� +� .�� 
�� � ��� / V8(9))
9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 ����	�� ������ ,-��� �� .�� 
�� � ��� / V9(9))

1�� �������� ��	 
��	�� 2�!���� 
�	 ���
���	��	��� 
�� -�����������

2�	 �� ��� V4(9) = 9 · 8 · 7 · 6︸ ︷︷ ︸
4 Faktoren

=
9!
5!

=
9!

(9− 4)!

V6(9) = 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4︸ ︷︷ ︸
6 Faktoren

=
9!
3!

=
9!

(9− 6)!

!���� ����������

Vk(n) = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · (n− (k − 1)
)︸ ︷︷ ︸

� Faktoren

=
n!

(n− k)!

����� ��� �����	 
�� �����
����� ��� �	���� k ��� n ��������
����

�	����
�� ��
�

Vk(n) =
n!

(n− k)!

���	�� ��� ���
��
 ��
 �� ���	� ���
���� ��� 
�� �	��������	 �����
�

���
 k = n� �� ��� 	
 ��� 
�� �����	 
�� �����
�
����� 
�� n �	����
��



��� ���������	��
� ��
�� �����	
����


������������	�

�� ��� ��� 	��
� 	���
������� ����� ���� ��� ��� ����� ������ 	��
�� �
��
��� ����� ��
������� �� ��� ��������� ��������� ���� �

�
�
��
�� ��
�  	����! ��� "����� �
�
���#

�� ���� n = 18 ��� k = 6� �� ����

V6(18) =
18!

(18− 6)!

=
18 · 17 · 16 · 15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1

12 · 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
V6(18) = 18 · 17 · 16 · 15 · 14 · 13 = 13.366.080

$� %& �
��
�� ��� �
��
������� ��� '� (
���� �
������� ��
� )�)�������)�
�� �� *���+� �� *���+� ���� ,��*���������� -�� 	��
� (����� ������
)��
�������#

".���)/ V2(36) = 36 · 35 = 1260

%� ��� 0������)���� 1����
��� ��� ��� �2 1(-� 1
���� ��� ��� 	��
�
����� �.���� ��� 1
3��� ��
�)� ������� ���� & (����� ���� �����
������ ��

��#

".���)/ V6(10) = 151.200

4� ��� ��� 	��
� ����� ���� ��� & 	���
������� 5
������.
�� �� *�
������ ��)������� �� ��� 6������ ���

��� �� ���� *���� 7�
 ���� �������
���
�
� ��������#

��)�����/ V3(6) = 120

8� �� ����� 1
��� ������ 8 ����9�� ���� -�� 	��
� 6��������� ������
���� ������ 1
���� ���� �

� ����9�� ���������) ����#

��)�����/ V2(5) = 20

&� ��� ����� ����� �.
��� �
� ,������
����� ���� :����
��� ��� �����
�����)�� (���� �� ��� 7���� )����
���� �
�� ���)����� 4 6����� 	��;
������� �� ������ �2 6����� ��� ������
� -�� 	��
� 6����� ����
�.)
�
�� ���� *��� 6���� ��� �����
 	�������� ��

#

".���)/ V4(10) = 5040�

<� -�� 	��
� %;���

�)� =��
�� )��� �� ��� ��)
��
��� =�>����
�? ���� ,�

� �? ��� ,�



".���)/ �? V3(9) @ 824 �? V3(10)− V2(9) = 648�



���������	�
 ���������	��
� ��
�� ��


�� ������ �	

 �	� 
�����
 ��� 	���� ����
�	��� ��
 �����
 ����� �����


� ����� �� ����! ������ "	�� ��� ��� 
�����
 # ���
��������� �����


�	��� ��
 �����
 $�%�&�'

�����( P (5) = 5! = 120
$�%�&�( V3(6) = 120

)� *	
 ��������� ���� �� ��� ��+�"���	,��
�� 	����������� -���� ���

.�����	���� 
����� ����
�	��� �
� $/0���1

�� �� $� �� /� 0

2�� � ��� � �������� 
� 3' � ���� 4 567 � ����

2�� $�� $� ��� $� �������� 
� 6' � ���� 4 85 � ����

2�� $/�� $/� ��� $/� �������� 
� #' � ���� 4 9� � ����

$/0��� 4 9 ����

$/0��� 4 9 ����

/���� 4 ##5 � ����

$/0��� �
� �	
 ##5� ���� �� ��� ��+�"���	,��
�� 	����������� -����

��� .�����	���� 
����� ����
�	����

��� ��� ��	
��
�����

�������� :	��� ��
��;� 5 2<����� 6 =�
��� 8 0�/����
 ��� 3 .		� /����

��� > %�? ��� ����� ���
�������� %���� "	�� 
�� 
��� "������1

�	
��

� �
 ���� A = 2 ·4 ·7 ·5 = 280 %��������
� �����"������ :	���

"	�� 
��� 	�
� 5�7��	� ���
������� "�������

�������� %�? ��� ����� %���� " ���� 
��� @ *	��� ��� 3 =����� ;�

����� &��,,��?��� 	�?
������� ���� ��� *	��� �� ��� 9� ����� 
��;��

��� ��� =����� �� ��� 5� ����� 
�����1

����	�� -A� 
��� ��� P (5) = 5! � ������� %�?
������� ��� =����� ����

�
 P (6) = 6! %���������� ?A� ��� *	���� ��
��
	�� ���� �


A = 5! · 6! = 120 · 720 = 86400

%��������
� �����"������

�
����
��
�� ������ ��� ��� &�
	��;	�� ��� 2 �����"����� 	�
 ����


��������� &��,,��� ����� ��� ���;����� &��,,�� 
�����
 A1, A2, A3, . . .
2 �����"����� �	���� 
� �
� ���
� &�
	��;	�� �	
 .����"� ��� 2 ������

"����� ��� ���;����� &��,,��(

A = A1 ·A2 ·A3 · . . .



��� ���������	��
� ��
�� ������	
����

��������� ��� �����	�
��
 ������ ���� ��������� �����������������

����� ��
���� ��� ����
 ������� �� ���� � ��
�����
��� ������
������ �

��
�����
���  �����
������ ! ��
�����
��� ����
��� ��
��
 ���� ��� "�#

�	�"���� $	����% &������
���� '�
��� ������������
����� �(& )* ����#

(������
#&�����+� , -�� ����� ��
�����
��� -���� �.����� 
��� ���#


������ �� ������ ����
 ������/

�	�
��� A = 8 · 6 · 3 · 2 · 2 · 2 · 2 = 2304 ��
�����
��� -�����

������������	�


0� ��� ���� ��� 
�� 1���"������ �'#�2 340� -�� ����� ��
��
��


����� ������ 
�� (��������� � ��
 2 ��
 
�� 5�6�
� 
�
 5��� 340

�����/

������% P (2) · P (3) = 12�

7� ��� 
�
 3� 1����� �������� 0! �	
���� ��
 � 8����� �����#9��"��
��

-�� ����� 9��"���
� ������ ���� ���
��/

������% 13 · 8 = 104  ��
��

!� ���� ������ :��������������� ��� ; <����������� = <��������� � :���#

��������
� ��
 0� &��$�

������ ��� $�� ����� �
��� ���� ��� ����

<
�$ )0 <��������� 0 <������� 0 :�����������
 ��
 7 &��$�

�����+

���
��/

������% 5 · 7 · 6 · 1
2V2(18) = 34020 <
�$��



���������	�
 ���������	��
� ��
�� ���

�� ������	
�����

�������� �� ����� �����	 
	���� �
�� � ���
���� ��� ���������� �



����� ���� ��� � ��� ����� ����	��	� ��� ����� ���
�������� �����	�

	�� 
 �� � ���
���� ��

�� 
��� ��
 ��� ��
��
� 	 � ���
���� ������!

	
����� "�� � ���
���� 
���� �� #� $� "� % ��� &� %��� ��'�(����)���


��� ��������� ����	 ��
� ���� *������(��	�� �����
�������� +#����	�,

&�� ��� -�� (�  	 �
 ��� ��� .���������� �� ��� ��������� ����	 ��/0

�#$ #$" $"% "%&

�#" #$% $"&

�#% #$& $%&

�#& #"%

�$" #"&

�$% #%&

�$&

�"%

�"&

�%& %
 ������� 
��� 12 *������(��	���

�������� ��
 ����� 3�����	��  �	 
����� ��� 4 ��
 5 ��  �����	��

6����� ��� �  �� +���� �����
������0 ���� 6����� �����
� �������

���
�������� %������

� (����� ������	 
�����!

	
����� ���� ���� ����	 ���� ��'�(����)��
��� 7�	������� ��� ������ ���

 �������� %������

� �� 8�����

41�9: 1�9:� �9:�5
41�9� 1�9:5
41�95 1�9�5
41�:� 1�:�5
41�:5 19:�5
41��5
419:�
419:5
419�5
41:�5
4�9:�
4�9:5
4�9�5
4�:�5
49:�5

%
 ������� 
��� 14 *������(��	��� ��� (���

��� ��
 ;� ���
� � ���
�� ������ ������

��� �������� ������,

;����	  �� ��
 ��� ;�
� 	 ���� ��� n %���
 ��	� ���� -��� ���� ��� k %�� ��	�� ����
��
 ��� 
�	�	  �� 
�� ���� �� ����� ������

���� �������������� ���� ��

 �
 ��� ���

.���������� ��(�  	� 
� ����	  �� <���


����� ��
�  ��
	������ ���� �����������

	
� k��
� �����
 �
� n ��
�
��
�

��� ��
 �� �
����
 
����� ���� ������ "�� ������ ��� 6� ����	����� ���

� %�� ��	�� ��� �� 6��

� K3(6) = 20�
��� ��
 �� �
����
 ����
� ���� "�� 6� ����	����� ��� 5 %�� ��	�� ���

:� 6��

� ����� ��� ������ K5(7) = 21�



��� ���������	��
� ��
�� �������	�
��

��� �����	 
�� �
�������
��� ��� �� 
�� ������� ��		�� ���	 �������� �	�

�� 
�� �������
���� �������� ��� �� �� 
�� � ��
�
������ ��� ��� ��� 
��� ��� ��
 ��� �
 �����	��� �		� 
�� �	������ !	������ � � ��
 �� ��
�� ���� ��� 
�� �
�������
��� ����� ��" 
�� #�����"
	�� 
�� !	������
��$
��� ���
 �		� � ��
�
������ �	������
�����
 ��� ����� �
� ����� 
�� �� ���� !� "�		�� �	�
 �		� �������
��� %�	��� 
�� �	������ !	������
�� ��������
���� ��
�
���� ����� �� ���� �
�������
� ��������� ��
��� k ��������
��� !	������ k! &��������
��� ��	����� ����	� ��� 
�'
��� 
�� �����	 
�� �
�������
��� %��� ��� 
�� �����	 
�� �������
���

���� k! 
���
����(

Kk(n) =
Vk(n)

k!
=

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . . . . · (n− (k − 1))
� · � · � · . . . . . . · k

��$)����
 ")� 
�� *�
������� �������� ��� 
�� �����+���� �,��
	(
n

k

)
 -�.���� /n )��� k01�

����� ��� �����	 
�� �������	����� 
�� n ������	�� 
�� k�	�� �����

�� ���(

Kk(n) =
(

n

k

)

���	�� 2� 3��	�� ��
 4����� ������ �	���� ���	� ��$�
���� 2� 3��	��
�������� ��� ��� n ��
 ������ 5�%��	� �� � �� �� 4����� �������� ���
��� � ��
 ������ 5�%��	� �� � ���


���
���� ��� �������������

(
12
3

)
=

12 · 11 · 10
� · � · �

= 220(
12
9

)
=

12 · 11 · 10 · 67 · 68 · 69 · 6� · 6: · 6;
� · � · � · 6; · 6: · 6� · 69 · 68 · 67

= 220

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(
12
9

)
=

(
12
3

)
=

(
12

12− 9

)

(
8
2

)
=

8 · 7
1 · 2 = 28(

8
6

)
=

8 · 7 · 6� · 6: · 6; · 6�
1 · 2 · 6� · 6; · 6: · 6� = 28

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(
8
6

)
=

(
8
2

)
=

(
8

8− 6

)



���������	�
 ���������	��
� ��
�� ���

��� �������� ��� ��	�
��
������
�(
n

k

)
=

(
n

n− k

)

�	
 k ������ ��	 n �k > n�� �� ��� k = 7� n = 3� 	� ����
(
3
7

)
=

3 · 2 · 1 · 0 · (−1) · (−2) · (−3)
1 · 2 · 3 · 4 · � · � · �

= 0

���  �� ��������� ��		 � ���	�
�!� ������  ��� k > n �	
� ��	 �����"
#$�%��

(
n
k

)
= 0 	��� ��		�

&�
 ��� ��	�
��
������

(
n
k

)
=

(
n

n−k

)
������  �� 	'������� �����"

#$�%��� %�	
������ �� ���
(
4
0

)
� (��� �	 ��		 ���
��

(
4
0

)
=

(
4

4− 0

)
=(

4
4

)
=

4 · 3 · 2 · 1
1 · 2 · 3 · 4 = 1�

(����	 ����
 ����������

(
n

0

)
= 1

&�� )�
 ������ ��	
�����
�

(
0
0

)
= 1 ��� 0! = 1.

��� ��������	
���
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••••··
•·••··
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·•••··

•···•· ��	� �

* � + ( , - � . � / 0

1���� 2��
 ����
� ��� ������� ��� ���3) 4����	�� 1�
���
�� 5����

����

,�	
 ��� -�����	� ����� ����		
 ����� � ��	
 ��
 ��� � ���
�� �
��������


����������� ���� ���
���
 ��� ��� ��� �������  !���"��# ���!���"���	 $��

!�"��
����� ��
��� ����% &�� ���'����� �$��"����� $�� (������ ��"��)

��� �$" *$�����
 ��� �� �����" *�+��
 !�+
,!� "���% �
����� ���� ���"�

���
��� ���� ������ -�
"$����
 ����� �
 ��� ��� . /$!�� ��" 01
���"

�$"!��!
 ���
 ��
"������� ��������
�
 ��" �$��"����� ���
������ �$
���%

2�� ���"�� �3"��� �4���� .� �3����� !������� ��
���% &��� ��� n = 6
���!�� K1(6) = 6
 K2(6) = 15
 K3(6) = 20
 K4(6) = 15
 K5(6) = 6


K6(6) = 1%



��� ���������	��
� ��
�� ������	
����

������������	�


�� ������ 	 
���
� ��� �������� �� ���� ��� �� ���� ��� ����� �������

���� ��� �����  ��������!�� !��
 ��"

#$���!% &� ������
 ���� �� ���� '������
��� (� '����� ��� 	 &���

���
�� ���� K2(5) = 10

(� ��� ����� '������
����� ��� )� '����� ��� ��� &�����
�� �� (� )� *�

	� +� ,� - ��
���
�� ����
 (� *� +"

#$���!% K3(5) = 10

)� ��� ����� '������
����� ��� )� '����� ��� ��� &�����
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