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Manchmal eréffnen zufillige Erwdhnungen neue Welten. In einem online-Meeting
unter anderem mit einer amerikanischen Kollegin berichtete diese von einer Aus-
stellung iiber indische Poesie ihre Verbindung zum Spielen der Tabld, einer indischen
Trommel, und zur Mathematik und Informatik im National Museum of Mathematics
in New York City. Dass Mathematik und Musik eng verbunden sind wissen wir schon
seit Pythagoras, doch geht die alt-indische Verbindung mindestens genauso weit zu-
riick, beschdftigt sich aber mit ganz anderen Fragestellungen wie Rhythmen und
VersmafSen. Da diese Fragestellungen kombinatorischer und zahlentheoretischer Na-
tur sind und einen interessanten und schliissigen Zugriff auf die Kombinatorik-Epoche
darstellen und dartiber hinaus fachiibergreifende Zusammenarbeit mit Musik, Deutsch
und/oder Informatik bieten, méchte ich sie hier vorstellen. Die Inhalte und Details
werden in dieser Darstellung an vielen Stellen tiber den reinen Unterrichtsstoff hin-
ausgehen, auch um die féicheriibergreifenden Aspekte zu verdeutlichen. Am Ende die-
ses Textes steht ein Vorschlag fiir eine Einbindung in die Kombinatorik-/Zahlentheorie-
Epoche, doch kénnen sehr gut auch nur einzelne Aspekte in eine solche Epoche ein-
gebracht werden.

Viele der hier dargestellten Inhalte wurden auch von dem kanadisch-indischen Ma-
thematiker, Princeton Professor fiir Zahlentheorie und Fields Medaillen-Gewinner
Prof. Dr. Manjul Bhargava zusammengetragen. Die englischsprachigen Videos sei-
ner Vortrdge sind auf YouTube zu finden und sehr kurzweilig und interessant.

Der indische Poet, Sprachanalytiker und Prosodiker Pingala, auf den hier immer
wieder Bezug genommen wird, lebte irgendwann zwischen 800 und 200 v.Chr.,
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wann genau ist unbekannt. In seinem Werk ,Chanda Shastra“! bestehend aus vie-
len Sutras, also kiirzeren und langeren Gedichten in Sanskrit, beschrieb und ana-
lysierte er die Poesie seiner Zeit. Dabei ging er hoch mathematisch vor. Nach ihm
griffen weitere indische Poeten wie Kedara Bhatt (ca. 8. Jhd. n.Chr)) und Acarya
Hemachandra (1088-1172/73) seine Fragestellungen auf? - ob inspiriert von ihm
oder durch eigene Forschung, ist oft unklar.

Ein Sutra in Sanskrit folgt einem bestimmten Rhythmus, der sich aus einer be-
stimmten Anzahl von Schldgen und der Linge der Silben ergibt. In Sanskrit ist ei-
ne kurze Silbe (laghu) einen Schlag lang, und eine lange Silbe (guru) zwei Schlage
lang.

Erste Fragestellung

Hemachandra, vermutlich auch schon Pingala3, stellte folgende Frage: Wie viele
Méglichkeiten fiir verschiedene Rhythmen aus kurzen und langen Silben erhalte ich,
wenn in meinem Sutra z.B. acht Schldge iibrig sind?

Zunichst einige Beispiele:

lang sei A (lies ,dah”) und kurz sei I (lies ,di“)

’ in Symbolen | als sprachlicher Rhythmus ‘

ITITIIII di-di-di-di-di-di-di-di
ITAIIA di-di-dah-di-di-dah
AAAA dah-dah-dah-dah
ITTAAI di-di-di-dah-dah-di

1[10]
2[5]
1141
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UsSw.

Wollen wir uns der Beantwortung von Hemachandras Frage nahern, ist es sicher-
lich sinnvoll, systematisch vorzugehen. Es bietet sich an, zunachst die Moglichkei-
ten bei weniger Schlagen zu untersuchen und dann auf die Anzahl der Méglichkei-
ten bei acht Schldgen zu schliefden.

Systematisch:
Anzahl der Moglichkeiten
1 Schlag: [ 1
2 Schlage: Il A 2
3 Schlage: I11 Al 3
IA

4 Schlage: | IIIT | ATl 5

ITA AA

IAl
5Schlage: | ITII1 | ATII 8

ITTA | AIA

ITAT | AAI

IATI

IAA
6 Schlage: 13
7 Schlage: 21
8 Schlage: 34

Was fillt auf? Die Zahlen kommen einem Mathematiker bekannt vor! Tatsachlich
handelt es sich um die sog. ,Fibonacci-Folge“, benannt nach dem italienischen Ma-
thematiker Leonardo Fibonacci, der ebenfalls im 12. Jahrhundert lebte (ca. 1170-
1240) und der sie anhand des sogenannten Kaninchen-Problems ungefahr ein hal-
bes Jahrhundert nach Hemachandra einfiihrte.

Meiner Erfahrung nach fallt es insbesondere schwacheren Schiiler:innen nicht ganz
leicht, sich in das berithmte Kaninchen-Problem einzudenken. Besonders, da sie an
der Praktizierbarkeit sich unendlich oft vermehrender Kaninchen und dem inzes-
tudsen Vorgang (ein Elternpaar zeugt ein Paar Junger, das sich dann nach gegebe-
ner Zeit wieder miteinander vermehrt) hdangen bleiben und gar nicht bis zum ma-
thematischen Problem vordringen. Man kénnte fast meinen, das Fibonacci hier ein
Vorreiter der teils doch recht fehlgeleiteten Anwendungsorientierungs-Bewegung
im Mathematikunterricht ist.
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Die Hemachandra-Folge ergibt sich dagegen aus einer echten, unkonstruierten Fra-
gestellung der Poetik, die man mathematisch untersuchen kann.

Doch schauen wir uns die Hemachandra-Folge noch einmal genauer an:

Man erkennt, dass sich ab drei Schlagen die Anzahl der Méglichkeiten immer als
Summe der beiden vorhergehenden Schlag-Zahlen ergibt:

3=1+4+2
5=2+4+3
8 =34 5usw.

Damit beantwortet sich Hemachandras Frage: ,Wie viele Moglichkeiten fiir ver-
schiedene Rhythmen aus kurzen und langen Silben erhalte ich, wenn in meinem
Sutra z.B. acht Schlage iibrig sind?“ mit , Die Anzahl der verschiedenen Rhythmen
(Moglichkeiten) bei n Schldgen ist die n-te Zahl der Hemachandra-Folge.” Habe ich
acht Schlage iibrig, finde ich die Anzahl der mdéglichen Rhythmen bei der achten
Zahl der Hemachandra-Folge, die 34" lautet. Ich kann also 34 verschiedene Rhyth-
men bei acht Schlagen finden. Mathematisch ist das eine rekursiv definierte Folge
ap =Ap_o+ apn_1,n € N,n > 2.

Maéchten wir, wie bei der Fibonacci-Folge iiblich, mit ¢y = 1 beginnen, so dass die
ersten Folgenglieder 1, 1, 2, 3, 5, 8,... lauten, so miissen wir in unserer Aufziahlung
die eine Moglichkeit beachten, dass es gar keine Silben gibt.

Hemachandra gibt sich mit oben genannter Antwortnicht zufrieden. Er liefert auch
den Beweis - ebenfalls in Form eines Sutra. Dieses Sutra ist denkbar kurz und be-
darf eigener weiterfiihrender Uberlegungen, wie es zu dieser Zeit iiblich war. Es
gibt aber die entscheidenden Hinweise. Es lautet libersetzt: ,Jeder Vers [beginnt]

entweder mit laghu (kurz) oder guru (lang).“*

Warum erklart das alles? Diese Frage im Begriffsteil zu diskutieren und von den
9. Klassler:innen Antwortmoglichkeiten ausarbeiten zu lassen, ist eine grofartige
Moglichkeit, mathematisches Denken verbalisieren zu {iben und die Vollstandig-
keit unserer Listen zu beweisen.

Der sogenannte Begriffsteil ist der dritte Schritt im unterrichtlichen Dreischritt.
Hier finden Abstraktion, Erklarung, Vertiefung und Erweiterung zuvor gemachter
inhaltlicher Erfahrungen und ,,Mathematikbegegnungen® (erster Schritt -, Schluss*)
und derer Ordnung, Sortierung und Reflexion (zweiter Schritt -, Urteil“) statt.

91



Mathematik 9. Klasse - Kombinatorik/Zahlentheorie 5

Schauen wir uns eine mégliche Erklarung am Beispiel von 5 Schldgen an:

Anzahl der Méglichkeiten

1 Schlag: I 1
2 Schlage: Il A 2
3 Schlage: | 111 Al 3

IA
4 Schlage: | III1 | AII 5

ITA AA

IA]
5Schlage: | ITIIT | AIII 8

ITTA | ATA

ITAT | AAI

[ATI

[AA

Hemachandra sagt: ,Jeder Vers [beginnt] entweder mit laghu (kurz) oder guru
(lang).” Bei fiinf Schldgen gibt es Rhythmen, die mit kurz (I) beginnen, das sind die
fiinfin der linken Spalte; und es gibt Rhythmen, die mit lang (A) beginnen, das sind
die dreiin der rechten Spalte. Woher kommen die 5 und 3? Beginnt ein 5-schligiger
Vers mit kurz (1), schreibt man vor die 4-schlagigen Verse einfach ein kurz (I) und
erhalt fiinf Schlage. Soll der 5-schldgige Vers mit lang (A) beginnen, muss man, um
die Anzahl der Schldge nicht zu iiberschreiten, den langen Schlag (der ja zwei kur-
zen Schldgen entspricht) vor die 3-schlagigen Verse schreiben. Damit setzen sich
die 5-schligigen Verse zusammen aus den 4-schligigen Versen, denen man eine
kurze (1) Silbe voranstellt und den 3-schldgigen Versen, denen man eine lange (A)
Silbe voranstellt.

Hemachandras Beweis bedeutet also: beginnt ein Vers aus n Schldgen mit kurz (1),
so entspricht die Anzahl der Méglichkeiten denen von n — 1 Schldgen (a,,—1 ), be-
ginnt ein Vers aus n Schldgen mit lang (A), so entspricht die Anzahl der Mdglich-
keiten denen von n — 2 Schlagen (a,,—2 ). Damit ergibt sich die Anzahl «,, bei n
Schlagenals a, = ap_2 + ap_1.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass im Original, die ergdnzenden Silbe am Ende
angefiigt wurde, so dass die originale Ubersetzung Hemachandras lautet ,Jeder
Vers endet entweder auf laghu oder guru.“ Da spéter im Text aber dhnliche An-
fiigungen stattfinden, die zugunsten unserer heutigen Schreibweisen angepasst
wurden, findet die Anpassung der Konsistenz halber auch hier statt.

Eine interessante Aufgabe fiir Schiiler:innen, die eine Herausforderung suchen, ist
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3-2 rumba clave in two measures of 2/2

ELH D I Il |
[ 3 NEE ] r 3 ] & ] 1 r 3 &l |

e o e 4 S . S e —1

2-3 rumba clave in two measures of 2/2

Rumba-Clave,
https://commons.wikimedia.org
14.10.2025

die Frage, welche Folge entsteht, wenn die Silben z.B. 1 und 3 oder 2 und 3 Schla-
ge lang sind. 2-3/3-2-schldgige Rhythmen findet man in vielen Latin- und afrika-
nischen Musikstilen z.B. bei der Salsa-Clave, der Rumba-Clave oder Bossa Nova-
Clave. Oft werden in der 9. Klasse Tanzkurse durchgefiihrt, so dass die Schiiler:in-
nen hier einen Bezug herstellen kénnen.

Die Folge, die bei 2- und 3-schlagigen Silben entsteht sieht so aus:
nl1|2]3|als|e|7]8]9o]10]11]12]13].] n
a [0 111|223 ]4|s5| 79 [12]16].]anstans

Esistbei dem gesamten Thema sicherlich interessant, es durch Rhythmusiibungen
wie Body-Percussion, dem , Cup-Song", Stockkampf oder verschiedensten Klatsch-
oder Sprachiibungen zu begleiten. Eine einfache Ubung fiir den Beginn ist, gemein-
sam die aufgestellte Liste zu klatschen oder mit di (fir I) und dah (fir A) zu spre-
chen. Spater kann man die Schiiler nacheinander die einzelnen Zeilen klatschen
oder Sprechen lassen usw.

In Zusammenarbeit mit der Deutschkollegin oder dem Deutschkollegen kann man
vielleicht sogar Gedichte oder Wortfolgen in den entsprechenden Silbenfolgen schrei-
ben lassen. Ist das immer moglich? Ein Satz im Deutschen aus z.B. acht ausschlief3-
lich kurzen Silben ist bspw. nicht realisierbar, da die deutsche Sprache ihren Rhyth-
mus durch betonte und unbetonte Silben erhalt, nicht durch Lang- und Kurzsilben.
Dariiber hinaus ist es im Deutschen nicht méglich, mehrere gleich unbetonte Sil-
ben nacheinander zu sprechen. Welche anderen Mdaglichkeiten kénnen wir finden?

Will man die Bedeutung der Betonung im Deutschen naher untersuchen, konnte
man sich z.B. den folgenden Satz (oder einen beliebigen anderen) anschauen, der,
je nachdem welches der zehn Worter man betont, zehn verschiedene Bedeutungs-
nuance hat, die man kombinatorisch nacheinander sprechen kann:

»1ch habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mégen.”
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Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mogen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mogen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mogen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mogen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mégen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mogen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mogen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mogen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mogen.
Ich habe nicht gesagt, dass wir die Ferien nicht mdgen.

Kann man auch mehrere Worter betonen, so dass sich die Bedeutungsnuance an-
dert? Welche sind trotz verschiedener Betonungskombinationen von der Bedeu-
tung her dhnlich?

Eine andere Idee fiir eine kombinatorische Sprachiibung habe ich dem geschéatzten
Kollegen Rolf Rosbigalle zu verdanken, die durch ihre vielen ,k“ auch dem Wach-
werden hilft:

,Kein Kind kann keinen Kirschkern knacken.

Kein Kleinkind kann keinen Kirschkern knacken.

Kein Kind kann keinen kleinen Kirschkern knacken.

Kein Kind kann keinen Kirschkern klein knacken.

Kein Kleinkind kann keinen kleinen Kirschkern knacken.

Kein Kind kann keinen kleinen Kirschkern klein knacken.

Kein Kleinkind kann keinen Kirschkern klein knacken.

Kein Kleinkind kann keinen kleinen Kirschkern klein knacken.”

Auflerdem kann man viele Anagramm-Gedichte mit entweder Wort- oder Buch-
stabenpermutationen finden.

Hier zwei kurze Beispiele von Friedrich Wolfenter® :

Buchstabenpermutation Wortpermutation
Warteschleife Ich wetiss, wer ich bin.
Warte, schleife, Weiss ich, wer ich bin?
schwafle, reite, Bin ich wer? Weiss ich?
watschle, feire, Ich bin ich - wer weiss?
feilsche, warte, Wer ich bin, weiss ich.
filtere, wasche, Wer ich? Ich bin weiss,
schlafe weiter! ich weiss. Ich bin wer!

*[16]
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Interessant sind auch sogenannte ,Fibonacci-Gedichte®, hier ein Beispiel auf Eng-
lisch von Brian Bilston®:

|
wrote
a poem
on a page
but then each line grew
by the word sum of the previous two
until | started to worry at all these words coming with such frequency

because, as you can see, it can be easy to run out of space when a poem gets all Fibonacci sequency.

Fibonacci-Gedicht, Brian Bilston

Zweite Fragestellung

Wie viele verschiedene Mdglichkeiten gibt es, z.B. acht Silben (dah (A) oder di (1))
anzuordnen und wie kann man diese Anordnung systematisieren?

Diese Fragestellung geht auf Pingala (zwischen 800 und 200 v.Chr.) zuriick. Im ach-
ten Kapitel seines Werks ,,Chanda Shastra“, das aus 35 Sutras besteht, behandeln
die letzten 16 Sutras algorithmisch-kombinatorische Fragestellungen und Vorge-
hensweisen wie unsere zweite Fragestellung. Diese nennt er , Prastara‘, was so viel
wie Ausbreitung bedeutet’.

Wie unterscheidet sich die erste Fragestellung von der zweiten? In Sanskrit gibt es
zweiverschiedene Versarten: Solche, bei denen die Anzahl der Schlage vorgegeben
ist und solche, bei denen die Anzahl der Silben vorgegeben ist®. Bei der ersten Fra-
gestellung wurde die Anzahl der Schldge vorgegeben. Innerhalb dieser festen An-
zahl von Schlédgen sollen die langen (A) und kurzen (I) Silben untergebracht wer-
den. Die Anzahl der verschiedenen moéglichen Rhythmen, die sich daraus ergibt,
ist, wie oben gezeigt die Hemachandra-(Fibonacci-)Folge.

Nun wird die Anzahl der Silben vorgegeben, was bedeutet, die Anzahl der Schlage
variiert und ist nicht mehr in erster Linie relevant.

Im Deutschen ist bei strenger Anwendung der klassischen Meter in der Regel bei-
des vorgegeben - sowohl die Anzahl der Silben, als auch die der Schlage - auch

°[14]
7[7)
MEK]
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wenn man mit beiden in einem gewissen Rahmen kreativ umgeht.

Wir analysieren dies, wenn wir bspw. Versfiifse von Gedichten untersuchen:
Es war, als hatt' der Himmel
Die Erde still gekiisst,
Dass sie im Bliitenschimmer

Von ihm nun trdumen miisst.

(Joseph von Eichendorff)
Metrik: unbetont betont = Jambus

Hier sind z.B. in je zwei Zeilen die Anzahl der Silben wie auch die Anzahl der Schla-
ge gleich.

Im Deutschen gibt es insbesondere vier Versfiifse, Jambus, Trochéus, Daktylus und
Anapast, die auf die griechische Antike zuriickgehen. In der griechischen Antike
und in anderen Sprachen findet man weit mehr verschiedene Versfiifie. Allerdings
unterscheidet sich das Deutsche in einem entscheidenden Punkt vom Sanskrit: Im
Deutschen geht es um betonte und unbetonte Silben, die Lange spielt dabei eine
untergeordnete Rolle und ist auch nicht so klar definierbar. Man kénnte im Deut-
schen nach Fiechter® eher von einem Sprach-Rhythmus sprechen, dem eine Metrik
zugrunde liegt. Im Sanskrit handelt es sich um klar definierte Silbenldngen und
weniger um eine Betonung, auch wenn sich die lange Silbe fiir das fremde Ohr wie
eine Betonung anhort. Hier trifft eher der Begriff der reinen Metrik zu. Verschie-
dene Meter driicken dann das aus, was im Deutschen durch den Sprach-Rhythmus
zum Tragen kommt.

Die beiden folgenden Tabellen zeigen allen drei- und viersilbigen Meter und deren
Bezeichnungen in Griechisch und Sanskrit. Die viersilbige Liste scheint unvollstan-
dig. Es fehlen drei Meter: ----,-U-Uund U- U -, die aber alle drei durch zweisilbi-
ge Meter bereits erfasst sind. Dartiber hinaus erkennt man die klare Struktur des
Sanskrit: alle acht dreisilbigen Meter werden durch einen Konsonanten bezeich-
net (M,Y,R, S, T,], Bh, N), die viersilbigen Meter setzten sich dann im ersten Teil aus
den dreisilbigen zusammen mit einem angehangten ,,gam" fiir guru, also lang oder
Jlam* fiir laghu, also kurz. Wir werden spater auf die dreisilbigen Bezeichnungen
im Sanskrit zurtickkommen.

Dreisilbige Meter!?:

°[4]
10Nach [6]
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Griechischer Silbenlangen | Sanskrit | Lateinisches
Name (Metrik) Name Beispiel
Molossus --- Magana Maecenas
Bacchius U-- Yagana "Ymetto
Cretius -U- Ragana Reddidi
Anapestus Uu- Sagana Similes
Antibacchius --U Tagana Tentare
Amphybrachys U-u Jagana Juvabit
Dactylus -UU Bhagana Bucula
Tribrachys uuu Nagana Nivea
- betont oder lang, U unbetont oder kurz

Viersilbige Meter:

Griechischer Silbenlange | Sanskrit
Name (Metrik) Name
Choriambus -UU- Bha-gam
Antispastus U--U Ya-lam
Ionic a majore --UU Ta-lam
Ionic a minore Uu-- Sa-gam
Pzean I. -UUuUu Bha-lam
Paean II. U-uu Ja-lam
Paean IIL Uuu-U Sa-lam
Pzean IV. Uuuu- Na-gam
Epitrite 1. U--- Ya-gam
Epitrite II. -U-- Ra-gam
Epitrite III. --U- Ta-gam
Epitrite IV. ---U Ma-lam
Proceleusmatic uuuu Na-lam

Néahern wir uns nun mathematisch der zweiten Fragestellung, wie viele Moglich-
keiten es gibt, n Silben aus zwei Elementen anzuordnen und die Anordnung zu

sortieren, gehen wir wieder wie oben systematisch vor:
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Anzahl der
Moglichkeiten
1 Silbe A 2
I
2Silben | AA IA 4
Al I1

3Silben | AAA | TAA 8
AAT | TAI
ATA | TIA
All IT1

Wie man sieht, deutet sich hier bereits eine Verdopplung der Moéglichkeit je hin-
zugenommener Silbe an. Die Anzahl a,, der Moglichkeiten bei n Silben stellt sich
damit als a,, = 2™ dar.

Pingala geht nach dieser Erkenntnis noch weiter und beschreibt einen Algorith-
mus, um alle Moglichkeiten systematisch aufzulisten. Eine Systematik welcher Art
auch immer ist insofern wichtig, als dass man nur durch sie sicherstellen kann,
keine Zeile vergessen zu haben. Das entsprechende Sutra mit Pingalas Algorith-

mus lautet in der Ubersetzung ,Mische es mit sich selbst.“!

Tatsachlich wurde dieser Algorithmus oben bereits angewandt. Was bedeutet er
aber und wo erkennen wir ihn?

Beginnen wir bei einer Silbe:

1 Silbe | A

I

Es gibt nur die beiden Moglichkeiten lang (A) oder kurz (I). Mischen wir sie mit
sich selbst, bedeutet das, dass wir zunachst vor beide ein A schreiben, dann vor
beide ein I:

erst A davor schreiben dann [ davor schreiben

2Silben | AA I A (jJambus)
Al (Trochéus) Il

11[7]
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Bei drei Silben verfahren wir genauso, nur dass wir jetzt vor die vier Kombinatio-
nen von zwei Silben jeweils ein A und ein I schreiben. Man erhilt dann:

erst A davor schreiben | dann I davor schreiben

3Silben | AAA IAA
AAI IAI
ALA [T A (Anapast)
A T1 (Daktylus) i

4 Silben | AAAA [AAA
AAAT [AAI
AATA [ATA
AATI [ATI
ATAA ITAA
ATAI ITAI
ATIA ITTA
ATII IT11

Jetzt wird auch offensichtlich, warum sich jeweils die Anzahl der Moglichkeiten
verdoppelt: Daich die vorhergehende Liste ,kopiere” und einmal ein A und einmal
ein | davor schreibe, erhalte ich doppelt so viele Moglichkeiten wie vorher. Eine
interessante vertiefende Frage zur Untersuchung fiir besonders starke Schiiler:in-
nen ist, wie es dann bei drei, vier, usw. verschiedenen Silbenlangen oder Elementen
aussdhe? - Es findet tatsdchlich dann jeweils eine Verdreifachung, Vervierfachung
usw. statt, wie man mit Pingalas System leicht zeigen kann.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass zur besseren Verstiandlichkeit vom System
Pingalas und seiner Nachfolger abgewichen wird. Die historische Anordnung der
bindren Kombinationen haben die ,alten Inder spiegelverkehrt gewéahlt. Pingala
hat die lange oder kurze Silbe also jeweils hinten erginzt, nicht vorne, wie hier
dargestellt. Da die hier gewahlte Schreibweise mit unseren heutigen Binarzahlen
ubereinstimmt, wurden zum besseren Verstindnis der 9. Klassler:innen hier und
im Folgenden die historische Schreibweise und die dazugehoérigen Algorithmen
entsprechend abgeandert.
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Im Unterricht gibt es mehrere Moglichkeiten, sich der gesamten Thematik und Fra-
gestellung zu ndhern. Einerseits kann man gut die Schiiler:innen zunéchst selbst
probieren lassen, eine Antwort auf Pingalas Fragestellung , Wie viele verschiedene
Modglichkeiten gibt es, z.B. acht Silben A oder I anzuordnen und wie kann man diese
Anordnung systematisieren?” zu finden. Interessant ist auch, verschiedene Vorge-
hensweisen beim Systematisieren zu vergleichen und von den Schiilerinnen und
Schiilern erkldren zu lassen. Die dahinterstehende Frage ,Wie kann ich sicherstel-
len, dass ich alle Moglichkeiten gefunden habe?“ bietet sich als offene Fragestel-
lung fiir die Diskussion im Begriffsteil an, wenn am vorhergehenden Tag zunachst
die verschiedenen Moglichkeiten gesucht wurden.

Alternativ oder erganzend kann den Schiiler:innen Pingalas Original-Text ausge-
teilt werden mit dem Arbeitsauftrag, ihn zu verstehen, basierend auf ihrem Vor-
wissen seinem Vorgehen zu folgen und dieses mit dem selbst erarbeiteten Vorge-
hen abzugleichen, allerdings ist das gar nicht so einfach...

Im Folgenden ist das Original in Sanskrit und der Transliteration dargestellt. Auch
wenn nicht davon auszugehen ist, dass viele Leser:innen und Schiiler:innen es le-
sen konnen, so gibt es doch einen kleinen, wenn auch nur oberflachlichen Ein-
druck.

Pingala:!?
Prastara YRR
Dvikau glau A Doppeltes Al-Paar.
SfPI T ¢ 1 R0l I
Misrau ca A A | (das Al-Paar) mit sich selbst gemischt und

AR AN IR Al

IA

12 [11]
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pruthagla mishra AAA Wiederholend Al's gemischt.
QU@ ARREN IR | AAT

ATA

All

IAA

IAI]

ITA

I11
Vasavastrika Acht Tripel.
JIAGBT: I ¢ 13 1l

Diese acht Tripel entsprechen den acht dreisilbigen Metern, sie werden in der Ach-

ten und Neunten Fragestellung noch einmal relevant, da Pingala sie zur Codierung

von Rhythmen verwendet.

Kedara Bhatt, ein indischer Prosodiker, der etwa 1000 Jahre nach Pingala lebte
und sich mit denselben Fragestellungen beschiftigte, entwickelte einen anderen

Algorithmus. Er schreibt!3:

U1E FRARIATEANY, TaHT RRY: |

Geben Sie alle guru’s;
ein laghu von aufden unter das

guru legen

ORI 4T ] - FHRarey ardfey i

Wie oben, so ist dann auch
der Rest vor dem guru.

3. TN, TR ATaHERAAGRHA |

Geben Sie guru's,

bis alles laghu ist.

RYARIST ﬂﬁl@ﬁmﬁlﬁmﬁ-ﬁ\ Diese Ausdehnung des Universums

(prastara)

wurde von den Gelehrten beschrieben.

B, 171
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Transliteration

Inhaltliche Ubersetzung

pade sarvagurau
adyat laghu nasya guro adha |

Am Anfang sind alle lang (A)
Schreibe in der zweiten Zeile ein kurz (I) unter

das letzte A der Zeile dariiber

yatha-upari tatha sesham
bhuya kuryat amum vidhim |[|

Kopiere die verbleibenden Stellen links des A
wie in der Zeile dariiber

une dadyat gurun eva
yavat sarve laght bhavet |

Platziere A's auf allen verbleibenden Stellen
rechts des letzten A (falls vorhanden)
Wiederhole dieses Vorgehen bis alle I sind

prastara ayam samakhyata
chandoviciti vedibhi ||

Dieser Prozess ist bekannt als 'prastara.

Wie geht er vor? Schauen wir es uns am Beispiel von vier Silben an:

Die erste Zeile lautet

Am Anfang sind alle gurus A A A A
Schreibe in der zweiten Zeile I
das ,I“ unter das letzte , A"
der Zeile dariiber
A A A Kopiere die verbleibenden
Stellen links des A wie in der Zeile
dariiber
A A A
Schreibe in der [nachsten] Zeile I
das I unter das letzte ,A"
der Zeile dariiber
A A Kopiere die verbleibenden
Stellen links des A wie in der Zeile
dartiber
Platziere A’s auf allen verbleiben- A
den Stellen rechts des
ersten A's
A AT A
Schreibe in der [nachsten] Zeile I
das I unter das letzte ,A“
der Zeile dariiber
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A A 1 Kopiere die verbleibenden
Stellen links des A wie in der Zeile
dariiber
A AT 1
Platziere A’s auf allen verbleiben- I
den Stellen rechts des
ersten A's
A Kopiere die verbleibenden
Stellen links des A wie in der Zeile
dariiber
Platziere A’s auf allen verbleiben- A A
den Stellen rechts des
ersten A's
AT A A

Auch diesen Algorithmus kann man den Schiiler:innen austeilen mit dem Auftrag,
ihn zu verstehen, anzuwenden und mit dem eigenen abzugleichen. Denkbar ist ei-
ne Gruppenarbeit, in der die eine Hélfte der Klasse Pingalas Algorithmus bekommt
und die andere Hélfte Bhatts Algorithmus. Nach Fertigstellung wird gegenseitig
berichtet und verglichen. Sinnvoll sind dafiir sicherlich mindestens vier Silben.

Interessantist, dass beide zum gleichen Ergebnis kommen. Bei beiden steht die Ab-
folge der einzelnen Kombinationen an derselben Stelle. Ihr Vorgehen unterschei-
det sich aber fundamental:

Pingala geht rekursiv vor, der ,Code” wird also jedes Mal komplett neu aufgerufen
bzw. kopiert oder anders ausgedriickt ergibt sich die komplette Liste aus der vor-
hergehenden. Kenne ich die Liste der Kombinationen von 3 Silben, kann ich mit-
hilfe von Pingalas Algorithmus also ganz leicht die Liste der Kombinationen von 4
Silben erzeugen.

Bhatt geht hingegen iterativ vor, es werden also Schleifen ausgefiihrt, um Teile des
,Codes“ zu wiederholen oder anders ausgedriickt erhilt man eine Instruktion, wie
man eine beliebige Zeile erzeugen kann, wenn man die vorhergehende Zeile kennt.

Beide Vorgehensweisen werden beim Programmieren verwendet, so dass sich hier

auch fachertibergreifende Zusammenarbeiten anbieten. Diese Zusammenarbeit konn-

te vor dem Hintergrund der néichsten Fragestellungen weiter ausgebaut werden.

Im Unterricht ist es sehr empfehlenswert, nicht nur die Listen im Schlussteil, dem



Mathematik 9. Klasse - Kombinatorik/Zahlentheorie 17

erkundenden ersten Schrittim Dreischritt, zu erstellen, sondern im Urteilsteil, zwei-
ter ordnender und reflektierenden Schritt, auch ausfiihrliche Beobachtungen zu
sammeln. Dies ist einerseits eine Ubung im Erkennen von Mustern, eine funda-
mental mathematische Fahigkeit, andererseits iibt es das Verbalisieren und Erlau-
tern von Beobachtungen und bereitet dariiber hinaus das leichtere Verstandnis
der folgenden Schritte vor.

Betrachtet man z.B. die Liste der vier-silbigen Rhythmen oder Muster, kann man
bspw. folgende Beobachtungen machen:

¢ Die erste Halfte beginnt mit A, die zweite Hélfte beginnt mit I.
¢ Die letzte Stelle wechselt sich immer zwischen A und I ab.

e An der vorletzten Stelle steht immer fir zwei Zeilen A oder I, an der dritt-
letzten Stelle fiir vier Zeilen, an der viertletzten Stelle fiir acht Zeilen usw.

e Das I wandert sukzessive von rechts nach links.
e Von oben nach unten werden es immer mehr L.

e Wandert das [ um eine Stelle nach vorne, so wiederholen sich alle bisherigen
Endungen bis zu dieser Stelle.

e Wandert das I um eine Stelle nach vorne, so werden die Stellen dahinter erst
so lange systematisch aufgefiillt und mehr I dazu genommen, bis alle Stellen
mit I gefiillt sind.

Usw.

Im Begriffsteil, dem dritten, vertiefenden und abstrahierenden Schritt, am néchs-
ten Tag folgt dann beispielsweise die Diskussion zur Frage: ,Wie kénnen wir sicher
sein, dass wir alle moglichen Kombinationen erwischt haben?“

Hier konnen die Schiiler dann vertiefend mit der erkannten Systematik argumen-
tieren und auch auf ihre Kenntnisse zur Variation zuriickgreifen und rechnerisch
argumentieren. Als Variation gibt es bei z.B. fiinf Silben mit den beiden Elemen-
ten A und I fiir jede Silbe zwei Moglichkeiten, es sind insgesamtalso2 -2 -2 -2
2 = 32 Moglichkeiten. Wobei die reine rechnerische Argumentation fiir ein wirkli-
ches Verstandnis zu oberflachlich bleibt und nicht ausreicht. Muster zu erkennen
und das Erkannte zu verbalisieren sind die zentralen mathematischen Tatigkeiten!
Daraus leiten sich dann auch die Algorithmen ab.
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Dritte Fragestellung

Wie kann ich, wenn ich die Zeilennummer kenne, den zugehérigen Rhythmus wieder-

herstellen?

Auch diese Fragestellung bearbeiteten sowohl Pingala als auch Bhatt!*. Pingala
nannte diese Problemstellung ,Nastam®, iibersetzt bedeutet es ,vernichtet, verlo-

«

ren.

Bevor wir uns aber ihrer Vorgehensweisen widmen, sei hier noch ein weiterer Be-
zug zur Zahlentheorie und Informatik hergestellt:

Exkurs

Stattlang - Aund kurz - [ kénnen 0 und 1 verwendet werden. Hier wird
lang - A =0 und kurz - I = 1 gewdhlt, so dass es zu den liblichen Binar-
zahlen passt. In vielen wissenschaftlichen Arbeiten zu diesem histori-
schen Thema wird es andersherum gewahlt, so auch in den meisten
hier angefiihrten Quellen. Da es aber im Kontext und fiir das Verstand-
nis der 9. Klassler:innen leichter ist, wahle ich neben der Spiegelung
der einzelnen Zeilen auch die tibliche Schreibweise der Bindrzahlen.

Es ergibt sich dann folgende Abfolge:

lang - kurz-Schreibweise | Ubliche Binidrzahlen

1 Silbe A I 0 1
2 Silben AA IA 00 10
Al I1 01 11
3Silben | AAA IAA 000 100
AAI IA1 001 101
ATA ITA 010 110
All I11 011 111

14 [13]
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4 Silben | AAAA ITAAA 0000 1000
AAAI TAAI 0001 1001
AATA IATA 0010 1010
AATI [ATI 0011 1011
ATAA ITAA 0100 1100
ATAI ITAI 0101 1101
ATTA ITTA 0110 1110
ATII ITII 0111 1111

Es bleibt festzuhalten, dass in Indien bereits vor iber 2000 Jahren Bi-
narzahlen existiert haben, auch wenn weder Pingala noch Bhatt mit 0
und 1 gearbeitet haben. - Die Null, die etwa seit dem 5. Jh. n.Chr. in In-
dien in Gebrauch war, war zur Zeit von Kedara Bhatt iibrigens schon
Lerfunden

In Zusammenarbeit mit dem Informatikunterricht konnte dort nun ei-
ne vertiefende Auseinandersetzung mit den Binadrzahlen, ihrer Bedeu-
tung in diesem Fach und ggf. den Grundrechenarten mit Binarzahlen
stattfinden.

Kommen wir zuriick zur dritten Fragestellung: Wie kann ich, wenn ich die Zei-
lennummer kenne, den zugehorigen Rhythmus wiederherstellen? Anders ausge-
driickt bedeutet diese Frage nichts anderes, als eine Dezimalzahl = die Zeilennum-
mer, in eine Bindrzahl = der Rhythmus, umzurechnen.

Kennt man Bhatts Algorithmus, kann man leicht eine Zeile aus einer vorhergehen-
den oder nachfolgenden bekannten Zeile rekonstruieren. Bhatt hat daher kein spe-
zielles Vorgehen fiir diese Fragestellung entwickelt.

Anders Pingala. Da er rekursiv vorging, also immer die komplette vorhergehende
Liste kopierte, ist eine Rekonstruktion einer einzelnen Zeile schwieriger.

Die ,alten Inder nummerierten die Rhythmen wie folgt:




Mathematik 9. Klasse - Kombinatorik/Zahlentheorie 20

4Silben || 1 | AAAA 9 | TAAA || 1| 0000 9 | 1000
2 | AAAT | 10 | TAAI 2| 0001 | 10 | 1001
3| AATA | 11 | TATA || 3| 0010 | 11 | 1010
AATI 12 | TATI 0011 | 12 | 1011
ATAA | 13 | TTAA 0100 | 13 | 1100
ATAI 14 | ITAI 0101 | 14 | 1101

ATIA 15 | IITA 0110 | 15 | 1110

o N o 1 s
o N o 1 b

ATII 16 | ITII 0111 | 16 | 1111

Es fallt auf, dass AAAA nicht der dezimalen 0 entspricht, sondern der 1. Da Pinga-
la noch keine Null kannte, ist das verstindlich und wurde von seinen Nachfol-
gern Ubernommen. Hier wird ein Vorgehen dargestellt, das zunachst den ,alten
Indern“ folgt und dann zeigt, wie man spater trotzdem zu den tblichen Binarzah-
len kommt. Will man das auslassen, nummeriert man an dieser Stelle die Liste um
und beginnt bei der Zeilenzdhlung mit 0. Dann sind in der folgenden Darstellung
die Beobachtungen zu ungeraden und geraden Zeilen zu vertauschen (gerade Zei-
len enden dann auf A, ungerade auf I) und der Algorithmus ist entsprechend an-
zupassen; wie die Anpassung stattfinden muss wird an den entsprechenden Stel-
len als Alternative erwahnt.

Betrachten wir die Liste der Rhythmen und die zugehérigen Zeilennummern, kon-
nen wir zunachst einmal feststellen, wenn wir z.B. die Liste der Kombinationen bei
vier Silben untersuchen, dass die Zeilennummer immer ungerade ist, wenn sie auf
A oder ,,0“ endet und immer gerade ist, wenn sie auf I oder ,1“ endet. Umgekehrt
muss also der Rhythmus bei einer ungeraden Zeilennummer auf A oder ,,0“ und
bei einer geraden Zeilennummer auf1 oder ,1“ enden. Die vorletzte Silbe wechselt
alle zwei, die drittletzte Silbe alle vier und die viertletzte Silbe alle acht Zeilennum-

mern usw.

Da die vorletzte Silbe fiir je zwei Zeilennummern gleich ist, bedeutet es, wenn die
letzte Silbe weggelassen wird, sind jeweils zwei Zeilen gleich. In der Liste oben
sind, lasse ich die letzte Silbe weg, jeweils Zeilen 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6, 7 und 8
usw. gleich. Mathematisch ausgedriickt sieht das so aus:

Entfernen wir die letzte Silbe des Rhythmus'r; erhalten wir einen neuen Rhythmus
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r’, fiir den gilt:

(Zeilennummer von r)+1
2
Zetlennummer von r
2

wenn r ungerade ist ¢

Zeilennummer von v’ = )
wenn r gerade ist

In der 3-silbigen Liste sind dann, lasse ich wieder die letzte Silbe weg, jeweils Zeile
1und 2,3 und 4,4 und 5, 5 und 6, 7 und 8 gleich.

Auf diese Art und Weise kann man nun umgekehrt vorgehen und Schritt fiir Schritt
von rechts nach links den Rhythmus rekonstruieren.

Ist die Zeilennummer gerade, muss hinten ein ,I“ stehen, ist sie ungerade, erhalte
ich ein ,A“ Kenne ich nun die letzte Silbe, kann ich die neue Zeilennummer in der
n — 1-silbigen Liste durch die Rechnung oben ermitteln, und wieder ,1“ oder ,A*
zuordnen usw.

Beispiel: 4 Silben/Bits

Rhythmus Zeilennummer Gerade/ungerade
Zeile 14 14 gerade— letzte Stelle 1
1"'141 % =7 ungerade —svorletzte Stelle , A"
1"'1/4/\ I % =4 gerade— letzte Stelle 1
7”1/4/11 Al % =2 gerade— letzte Stelle 1
ITAI

Zur Zeilennummer 14 gehort damit der Rhythmus 11 A I, wie die Tabelle oben be-
statigt.

Beispiel: 5 Silben/Bits

Rhythmus Zeilennummer Gerade/ungerade
Zeile 91 21 ungerade —letzte Stelle ,A“
rh A L;l 11 ungerade —svorletzte Stelle ,A"
Té’lA A 1127+1 = gerade— drittletzte Stelle ,I“
TIQ/{A Al g =3 ungerade— viertletzte Stelle , A"
7‘/2/{'/\ AlA % =2 gerade— letzte Stelle 1
AATAI

15 [5]
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Die Richtigkeit dieses Rhythmus‘ zu iiberpriifen, bleibt zunachst den Leser:innen
tiberlassen. Bis hierher ist es nur durch Darstellung der kompletten Liste aller

Kombinationen von 5 Silben méglich.

Alternative

Fiir das alternative Vorgehen mit einer Zeilennummerierung begin-

nend bei 0, erhalt man folgenden Algorithmus:

Entfernen wir die letzte Silbe des Rhythmus' r, erhalten wir einen neu-

en Rhythmus r’ fiir den gilt:

Zeilennummer von r

(Zeilennummer von r)—1

Zeilennummer vonr' = {

Die Beispielrechnungen sehen dann wie folgt aus:

Beispiel: 4 Silben/Bits

Rhythmus Zeilennummer Gerade/ungerade
Zeile 14 14 gerade— letzte Stelle ,A“
7”141\ 174 =7 ungerade —vorletzte Stelle 1
7"1/41 A 72;1 = ungerade—s letzte Stelle I
Tll/zlll IA ‘32;1 =1 ungerade—s letzte Stelle I
ITTA

Beginnt man die Zeilenzdhlung bei AAAA = 0 geh6rt damit zur Zeilen-
nummer 14 der Rhythmus [ I I A, das entspricht in unserer Zahlung

oben Zeile Nummer 15.

Beispiel: 5 Silben/Bits

Rhythmus Zeilennummer Gerade/ungerade
Zeile 791 21 ungerade —letzte Stelle ,1
rh1 % =10 gerade —vorletzte Stelle ,A"
T/Q/lA I % =5 ungerade— drittletzte Stelle I
7”2'{1 Al % =2 gerade— viertletzte Stelle , A"
Té’{//\ IAI % =1 ungerade— letzte Stelle ,1

IATAI

wenn r gerade ist

5 wenn r ungerade ist
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Vierte Fragestellung

Wie finde ich die Zeilennummer zu einem beliebigen bekannten Rhythmus?

Pingala nannte das Sutra, in dem er diese Problemstellung untersuchte, ,Uddi-
stam*, was iibersetzt ,angegeben” bedeutet - die Frage ist also, wenn der Rhythmus
angegeben ist, in welcher Zeile meiner Liste finde ich ihn? Bhatt iibernahm diese
Bezeichnung, verwendete aber einen anderen Algorithmus als Pingala. Beide Ver-
sionen werden hier vorgestellt. Sucht man zu einem angegebenen Rhythmus die
zugehorige Zeilennummer, entspricht das einer Umrechnung von einer Binarzahl
in eine Dezimalzahl.

Wie geht Pingala vor? Im Prinzip dreht er den vorhergehenden Algorithmus um.
Statt einer Division durch Zwei bei jedem Rekonstruktionsschritt einer ,verlore-
nen“ Silbe, muss also nun eine Multiplikation mit Zwei stattfinden, um den ange-
gebenen Silben ihre Dezimalzahl zuzuordnen.

Pingala schreibt: ,In umgekehrter Reihenfolge, beginnend mit dem ersten laghu
multipliziere mit 2. Subtrahiere 1 (nach der Multiplikation mit 2), wenn die Silbe
guru ist.” Etwas verstandlicher formuliert bedeutet es:

Beginne mit der ersten kurzen (1) Silbe von links. Multipliziere mit 2.

Wenn die nachste Silbe (links) kurz ist, multipliziere wieder mit 2, sonst
multipliziere mit 2 und subtrahiere 1.

Auch dieser Algorithmus bezieht sich wieder auf die bei 1 beginnende Zeilennum-
merierung. Die Alternative wird weiter unten kurz dargestellt.

Da unsere Zeilennummerierung bei 1 beginnt, ist der erste Faktor immer 1.
Beispiele:

Wie lautet die Zeilennummer zum Rhythmus A A1 A?

Rechnung Kommentar
AATA AA 1 Die beiden ersten Silben von links sind lang (A),
also ist der Faktor 1
AAIT 2-1=2 Nun kommt die erste kurze Silbe (I) von links.

Es wird mit 2 multipliziert.
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AATA 2.-2—-1=3 Die néchste Silbe ist lang (A).
Es wird also das vorhergehende Ergebnis
mit 2 multipliziert und 1 subtrahiert.

AATIA hatalso die Zeilennummer 3.

Wie lautet die Zeilennummer zum Rhythmus I ATA A?

Rechnung Kommentar
IATAA I 1-2=2 Die erste Silbe von links ist kurz (I).
Wir ,multiplizieren mit 2“ bzw. schreiben den Faktor 2.
I[A 2:2—-1=3 Die néchste Silbe ist lang (A).
Es wird also das vorhergehende Ergebnis
mit 2 multipliziert und 1 subtrahiert.
IAI 2-3=6 Die nachste Silbe ist kurz (I).
Es wird also das vorhergehende Ergebnis mit 2 multipliziert.
IATA 2-6—-1=11 Die nachste Silbe ist lang (A).
Es wird also das vorhergehende Ergebnis
mit 2 multipliziert und 1 subtrahiert.
IATAA 2-11-1=21 Die néchste Silbe ist lang (A).
Es wird also das vorhergehende Ergebnis
mit 2 multipliziert und 1 subtrahiert.

IATAA hatalso die Zeilennummer 21.

Alternative

Beginnt die Zeilennummerierung bei 0, muss Pingalas Algorithmus an-
gepasst werden. Er lautet dann wie folgt:

Beginne mit der ersten kurzen (I) Silbe von links. Multipliziere mit 2
und addiere 1.
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Wenn die nichste Silbe (links) kurz ist, multipliziere wieder mit 2 und
addiere 1, sonst multipliziere mit 2.

Da die Zeilennummerierung nun bei 0 beginnt, ist der erste Faktor im-
mer 0.

Wie lautet die Zeilennummer zum Rhythmus A A1 A?

Rechnung Kommentar
AATA AA 0 Die beiden ersten Silben von links sind lang (A),

also ist der Faktor 0

AAI 2-0+1=1 Nunkommtdie erste kurze Silbe (I) von links.
Es wird mit 2 multipliziert und 1 addiert.

AAIA 2-1=2 Die néchste Silbe ist lang (A).
Es wird also das vorhergehende Ergebnis
mit 2 multipliziert.

AATA hatalso die Zeilennummer 2.

Wie lautet die Zeilennummer zum Rhythmus I AT A A?

Rechnung Kommentar
IATAA I 2-0+1=1 Dieerste Silbe von links ist kurz (I).

Wir multiplizieren die Ausgangszahl ,0“
mit 2 und addieren 1.

IA 2-1=2 Die nichste Silbe ist lang (A).
Es wird also das vorhergehende Ergebnis
mit 2 multipliziert.

IAI 2-2+1=05 Dienichste Silbe ist kurz (I).
Es wird also das vorhergehende Ergebnis

mit 2 multipliziert und 1 addiert.



Mathematik 9. Klasse - Kombinatorik/Zahlentheorie

26

[ATA 2.

IATAA 2-10=20

5=10

Die nachste Silbe ist lang (A).

Es wird also das vorhergehende Ergebnis

mit 2 multipliziert.

Die nachste Silbe ist lang (A).

Es wird also das vorhergehende Ergebnis

mit 2 multipliziert.

IATAA hatalso die Zeilennummer 20.

Bhatts Algorithmus unterscheidet sich wiederum grundlegend von Pingalas und
dhnelt stark unserer Art, Bindrzahlen mithilfe der Zweierpotenzen im Stellenwert-

system in Dezimalzahlen umzurechnen.

Zunichst einmal machte Bhatt folgende Beobachtung:

Fiir einen Rhythmus aus n Silben gilt, beginnt er mit lang (A), so hat er dieselbe
Zeilennummer, wie der Rhythmus ohne diesen Beginn (also aus n — 1 Silben). Be-
ginnt der Rhythmus hingegen mit kurz (I), so hat er dieselbe Zeilennummer wie

der Rhythmus ohne diesen Beginn +2" 1.

Zeilennummern

wie 1 Silbe

Zeilen- Rhythmus Zeilen- Rhythmus
nummer | beginnt mit nummer | beginnt mit
lang (A) kurz (I)
1 Silbe 1 A 2 I
2 Silben 1 AA Ohne das erste A 3 IA gleiche
2 Al gleiche 4 I1 Zeilennummern

wie 1 Silbe +2*
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3 Silben 1 AAA Ohne das erste A 5 IAA gleiche
2 AAI gleiche 6 IAl Zeilennummern
3 ATA Zeilennummern 7 ITA wie 2 Silben +22
4 ATl wie 2 Silben 8 I11

4 Silben 1 AAAA Ohne das erste A 9 IAAA gleiche
2 AAAT gleiche 10 IAAI Zeilennummern
3 AATA Zeilennummern 11 IATA wie 3 Silben +2°
4 AATI wie 3 Silben 12 IATI
5 ATAA 13 ITAA
6 ATAT 14 ITAI
7 ATIA 15 ITTA
8 ATII 16 IT11

Bei einem 2-silbigen Rhythmus beginnen also die Rhythmen mit I, deren Zeilen-
nummern um 2! = 2 héher sind als diejenigen, die mit A beginnen aber dieselbe
Endung haben.

Beginnt ein 3-silbiger Rhythmus mit I, so ist seine Zeilennummer um 22 = 4 héher
als derselbe Rhythmus, der auf A beginnt. Beispiel: die Zeilennummer von I A I ist
6, die Zeilennummer von A Al ist 2.

Bei einem beliebigen n-silbigen Rhythmus bedeutet das also, dass man die Silben
von hinten nach vorne untersuchen muss. Sind alle Silben A ist die Zeilennummer
1.

Ist die erste Silbe von hinten (rechts) I, ist die Zeilennummer um 1 = 20 hoher, als
wenn sie A ist.

Ist die zweite Silbe von rechts I, ist die Zeilennummer um 2! = 2 hoher gegen-
tiber demselben Rhythmus aber mit einem A an dieser Stelle. (Bsp: I A I A hat die
Zeilennummer 11 und ist um 2 héher als I A A A mit der Zeilennummer 9.)

Fiir die dritte Silbe von rechts gilt, ist sie I, dann ist die Zeilennummer um 22 = ¢4
hoher gegeniiber demselben Rhythmus aber mit einem A an dieser Stelle.

Daraus folgt, dass Bhatt jeder Stelle im Rhythmus einen Wert zuordnet:
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Aufsteigend von rechts nach links

fir ,alle A“

32116 | 8 | 4| 2 |1

1
25 | 24 | 23| 22 | 21 | 20 -

Rhythmus

Dieser Wert wird dann gezahlt, wenn im Rhythmus eine kurze Silbe (I) steht.

Die Zeilennummer des Rhythmus'‘ ist dann um 1 héher als die Summe der Werte
der Platze der kurzen Silben (I). Das liegt daran, dass die erste Zeile jeweils nur aus
langen Silben (A) besteht, gezdhlt werden aber die kurzen Silben (I).

Beispiel:
Rhythmus I A I A A
Stellenwert 24 23 22 2! 20
Zeilennummer | 16 +4 +1 | =21

Interessant ist, dass auch wenn diese Rechnung etwas komplexer als die fiir uns
gewohnte Umrechnung der Binirzahlen erscheint, der dahinterstehende Uberle-
gungsprozess sich auch fiir 9. Klassler nachvollziehbar und in einem Unterrichts-
gesprach als gemeinsam entwickelbar darstellt, da er auf einer genauen Beobach-
tung und Analyse der erstellten Listen beruht.

Eine weitere interessante Beobachtung ist, dass Bhatt, deutlicher als Pingala, auf
Pingalas Algorithmus zur Erstellung der Liste zuriickgreift. Denn die Eigenart, die
er nutzt, ist ja gerade, dass jeweils die erste Halfte einer neuen Liste mit einem
,A“und die zweite Halfte mit einem ,I“ beginnt, was Pingalas Algorithmus zur Er-
stellung der Liste (,Mische mit sich selbst“) entspricht. Aus Bhatts eigenem Algo-
rithmus kann man sich diese Eigenart nur durch Beobachtung der erstellten Liste
erschliefden.

Alternative

Hat man sich fiir die Zeilennummerierung beginnend bei 0 entschei-
den, so entfdllt das ,+1“ und man erhalt sofort die gewiinschte Dezi-
malzahl.
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Hinfiihrung zur Zeilennummerierung beginnend bei 0

Hat man, wie die ,alten Inder* die Zeilennummerierung zunéchst bei 1 begonnen,
so bietet es sich an dieser Stelle an, diese in einem Begriffsteil zu hinterfragen.
Bhatts Stellenwertsystem ermoglicht ja die Rechnung in beide Richtungen: die Re-
konstruktion eines Musters zu einer gegebenen Dezimalzahl, wie auch das Fin-
den einer Dezimalzahl zu einem gegebenen Muster. Die Klarheit der Darstellung
besticht durch ihre Einfachheit, was 9. Klassler:innen sehr entgegenkommt. Man
muss sich keine Algorithmen merken und diese ausfiihren, sondern man kann di-
rekt die Zweierpotenzen aufschreiben und sie dem Rhythmus entsprechend zih-
len. Lasst man die ,lastige” +1 am Ende weg, reduziert sich Arbeit sogar noch wei-
ter und der Rhythmus in der ersten Zeile, der ausschliefdlich aus A's besteht, hat
immer die Dezimalzahl 0. Eine mégliche Einstiegsfrage in eine solche Diskussion
im Begriffsteil konnte sein: ,Inwiefern eignet sich Bhatts Stellenwertsystem auch
zur Rekonstruktion eines Musters?“ und spater ,,Welche Vorschlage habt ihr, um
Bhatts Stellenwertsystem noch weiter zu vereinfachen?“

Damit haben wir dann die Binarzahlen erarbeitet und kénnen auch an dieser Stel-
le die Schreibweise mit 0 und 1 sinnvoll einfiihren. In den Ubstunden oder im In-
formatikunterricht kdnnten diese nun aufgegriffen werden und das Rechnen mit
Bindrzahlen gelibt werden. Auch kénnen ggf. weitere Zahlsysteme betrachtet wer-
den.

Es istinsgesamt nicht zwingend notwendig, die Zweierpotenzen als 2" zu verwen-
den. Da die Potenzrechnung und insbesondere die Einfiihrung von a® = 1 erst in
der 10. Klasse stattfinden, ist die Verwendung in der 9. Klasse evtl. problematisch.
Man kann hier aber gut mit den Potenzwerten, also 1, 2, 4, 8, 16 usw. arbeiten, die
sich ja bereits bei der Zweiten Fragestellung ergeben.

Flnfte Fragestellung

Wie viele Rhythmen haben eine bestimmte Anzahl langer (oder kurzer) Silben?

Diese Fragestellung fragt nach den sogenannten Kombinationen oder einer ,Aus-

«16
, »Kurz-

wahl“ Pingala nannte die Sutras zu dieser Problemstellung ,Lagakriya
Lang-Ubung” Sind bspw. 5 Silben gegeben, von denen 3 lang und 2 kurz sind (AAAII),
ist eine typische kombinatorische Frage, auf wie viele verschiedene Arten man die-

se anordnen kann oder auf wie viele Arten man z.B. 2 aus 5 auswahlen kann.

16 [13]
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Bleiben wir bei unseren Versen, ware also die Frage, wie viele mogliche fiinf-silbige
Verse gibt es mit drei langen und zwei kurzen Silben.

Notiert man alle 32 moéglichen Kombinationen von 5 Silben nach diesem Gesichts-
punkt geordnet, erhalt man folgendes Bild:

AANAAAN AAAAT AAAITL AATIL AIIIL IIIII
AAATA AATAT ATAITL TAIII
AATAA AATIA AITAT TIAII
ATAAA ATAAT AIIIA TIIAI
IAAAA ATATA TAAIL TIIIA
AITAA TAIAI
IAAAT TAIIA
IAATA TIAAI
IATAA TIATA
ITAAA TIIAA
1 5 10 10 5 1 Summe: 32
alle A 4011 30,21 2A,31 1A,41  allel
Man erkennt: je unausgeglichener die Anzahl der langen und kurzen Silben ist, des-
to geringer ist die Anzahl der Méglichkeiten. Dariiber hinaus ist erkennbar, dass ich
z.B. bei vier langen und einer kurzen Silbe zum selben Ergebnis komme, wie bei
einer langen und vier kurzen Silben. Die Verteilung ist also symmetrisch und kom-
binatorisch ausgedriickt erhalte ich dieselbe Anzahl an Moéglichkeiten egal, ob ich
svier aus fiinf“ oder ,eins aus fiinf“ auswahle. Die Komplemente liefern also immer
dieselbe Anzahl an Mdglichkeiten. Auffallig ist auch das geordnete Erscheinungs-

bild der einzelnen Blocke. Beim Block ,4 A, 11“ wandert z.B. das ,1“ einmal von
rechts oben nach links unten durch den Block.

Diese und weitere Beobachtungen und deren Verbalisierung haben wieder ,urtei-
lenden”“ Charakter, d.h. wir sammeln Beobachtungen, erkannte Muster und ande-
re Auffilligkeiten, ohne diese zunachst zu erklaren. Dabei ergeben sich oft bereits
Fragen, die eine hervorragende Vorlage fiir eine erklarende Vertiefung im Begriffs-
teil am nachsten Tag sind.

Notieren wir nun die Anzahl der Mdglichkeiten, die wir erhalten, wenn wir n-silbige
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Verse mit k lange (oder kurzen) Silben anordnen, erhalten wir das Folgende:

Anzahl der
Silben
1 0 Silben
1 1 1 Silbe
1A 11
1 2 1 2 Silben
2A 1A,11 21
1 3 3 1 3 Silben
3A 2A.11  1A21 31
1 4 6 4 1 4 Silben
4 A 3A11  2A,21 1A,31 41
1 5 10 10 5 1 5 Silben
5A 4A11 3A21 2A,31 1A,41 51
1 6 15 20 15 6 1 6 Silben
6A 5A11 4A21 3A31 2A,41 1A51 61
1 7 21 35 35 21 7 1 7 Silben
7 A 6A,11 5A,21 4A31 3A41 2A51 1A,61 71
1 8 28 56 70 56 28 8 1 8 Silben

8A 7A,11 6A,21 5A,31 4A41 3A50 2A61 1A71 81

Schreiben wir die Moglichkeiten systematisch auf, entsteht das bekannte ,Pascal’sche

Dreieck”, benannt nach Blaise Pascal (1623 - 1662), nur dass es vielleicht bereits
seit Pingala, also fast 2000 Jahre frither bekannt war. Pingala oder seine inhaltli-
chen Nachfolger gaben dieser Zahlenfigur den poetischen Namen ,Meruprastara®,
der wachsende Juwelenberg. Es wird in der einschldgigen Literatur immer wieder
diskutiert und sich in Vermutungen ergangen, ob das Meruprastara tatsachlich auf
Pingala selbst zuriickzufiihren ist. Fakt ist, dass er im Chandahshasastra einen Al-
gorithmus zur Berechnung von Binomialkoeffizienten angegeben hat, woraus in

Summe
20=1
21 =2
22 =4
23 =38
24 =16
25 =32
26 = 64
27 =128
28 = 256
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Yang-Hui-Dreieck (pascalsches
Dreieck) wie es in einem Buch von Zhu
Shijie aus dem Jahre 1303 beschrieben

ist.

spateren Jahrhunderten gefolgert wurde, dass das Meruprastara auf ihn zuriick-
geht!”. Auch der chinesische Mathematiker Yang Hui (13. ]Jhd.) kannte das Zahlen-
dreieck noch vor Pascal, in China bekannt als Yang Hui-Dreieck.

Mit den 9. Klassler:innen kann die Systematik des Meruprastara durch eine Ar-
beitsteilung im Schluss-Teil erarbeitet werden, indem z.B. Zer oder 3er Teams alle
moglichen Kombinationen fiir eine bis (mindestens) 6 oder 7 Silben, wie oben fiir
5 Silben gezeigt, aufschreiben und sortieren. Dann werden gemeinsam die Zahlen
gesammelt und durch die Lehrperson impulsiert in die Dreiecksform gebracht. Im
Urteilsteil werden Beobachtungen am Dreieck gesammelt, von denen es eine gro-
e Anzahl gibt. Hier eine kleine Auswabhl:

¢ Aufden und an der Spitze stehen ausschliefilich Einsen.

¢ In der zweiten ,Schicht” folgen die natiirlichen Zahlen, dann die Dreiecks-
und die Tetraederzahlen (letzteres fillt den Schiiler:innen vermutlich nicht

17[13]
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direkt auf, es kann aber in vertiefenden Aufgabenstellungen aufgegriffen und
auf das Dreieck zurtickgefiithrt werden).

e Die Zahlenjeder Zeile ergeben sich als Summe der beiden dariiberstehenden
Zahlen.

¢ Das Dreieck ist spiegelt sich an der Mittelsenkrechten.
» Bei geradzahligen Zeilen steht ein ,Zwillings-Zahlenpaar” in der Mitte
e Bei ungeradzahligen Zeilen steht eine einzelne Zahl.

¢ Alle AundIin einer Zeile addieren sich zur Anzahl der Silben/Zeilennummer
(wenn die 1 an der Spitze, die 0. Zeile ist)

e Die A verringern sich von links nach rechts um 1, die I erhéhen sich.

¢ AundIsind vertauschbar. Es gibt z.B. 56 Mdglichkeiten, 8 Silben mit 5 A und
3 [ zu bilden aber auch mit 3 Aund 5 1.

 In einer Diagonalen steht von links nach rechts immer dieselbe Anzahl von
A und von rechts nach links immer dieselbe Anzahl von L.

Usw.

Man wird sicherlich auch auf die Verwandtschaft mit den Binomischen Formeln
eingehen und iiben, mit Hilfe einer beliebigen Zeile die entsprechende Binomische
Formel aufzustellen.

Auch die Betrachtung der Muster, die man erhélt, wenn man alle Vielfachen einer
Zahl im Meruprastara einfirbt, lohnt sich.

Eine vertiefende Moglichkeit starkere Schiiler:innen herauszufordern, ist die Fra-
ge, welche Figur sich ergibt, wenn man drei verschiedene Silbenarten, z.B. A,  und
e verwendet.

Dies sei hier kurz angedeutet:

Man erhilt dann einen wirklichen ,,wachsenden Juwelenberg®, ndmlich eine drei-
dimensionale Zahlenpyramide, die prinzipiell nach derselben Systematik funktio-
niert, wie das Meruprastara. Eine vier- und mehrdimensionale Figur bei vier und
mehr verschiedenen Silben ist dann nur noch denk- aber nicht mehr vorstellbar.
Schon bei der dreidimensionalen Version kommen wir auf dem Papier an die Gren-
ze, sie iiberschaubar und verstandlich darzustellen.

Nun kann auch die Schreibweise der Zahlen im Meruprastara als Binomialkoeffizi-
n

enten (7

) »n iber k“ oder ,wahle k aus n“ eingefiihrt und im Meruprastara erganzt



Mathematik 9. Klasse - Kombinatorik/Zahlentheorie 34

Anzahl der
Silben 1
0
1 1
le
1 1 1
1A 1
1 2 ;
e o 1
2 2 2=\ =2
Ale 1le 1 2 1
1 2 1 1
2A 1A, 1 21 37+ %3
1 3 3 6 3
30 1 23 - P 1
, 1A,206 11, 2@ . , 6 - 12 12 6 ,
2Ale 1A 1 le 2lle ¢ c
1 3 3 1 1 6 4 1
3A AL 1A, 21 31

Der dreidimensionale wachsende Juwelenberg oder die Pascal’sche Pyramide
https://commons.wikimedia.org, 8.9.2025

werden.

Wie aber berechnen sich die einzelnen Zahlen, wenn man mal nicht das Dreieck
zur Hand hat?

Da dies einen Ausschnitt aus einer méglichen Kombinatorik-Epoche darstellt, ist
davon auszugehen, dass zu Beginn der Epoche Permutationen und Permutationen
mit Wiederholung behandelt wurden, ebenso wie deren Berechnung mit n! und
W'k' mit k1, ks, ..., ky,: Anzahl der Wiederholungen einzelner Elemente.

Es kann im Begriffsteil dann gemeinsam herausgearbeitet werden, dass es sich um
eine recht einfache Permutation mit Wiederholung handelt, die nur zwei verschie-
dene Elemente besitzt, die sich entsprechend oft wiederholen. Dann erhélt man die
bekannte Formel:

(n) _ n!

k) 7 kl(n—k)!

Eine Frage, die sich fiir den Begriffsteil am nachsten Tag anbietet, ist bspw. ,Wie
konnen wir anhand unserer bisherigen Kenntnisse erkldren, dass tatsachlich ei-

ne Zahl im Meruprastara immer die Summe der beiden dariiberstehenden Zahlen
ist?“

In der Formelschreibweise ausgedriickt: Wie kann ich beweisen, dass die im Fol-

genden so genannte Additionsformel (}) = (7-1) + (",.") gilt?
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Wihlen wir zunachst ein Beispiel:

(2) = (v) +(3)

15 = 5 +10
4A21= 4A,11 +3A,21
von 6 Silben sind 4 lang und 2 kurz | von 5 Silben sind 4 langund 1 kurz | von 5 Silben sind 3 lang und 2 kurz
15 Méglichkeiten 5 Méglichkeiten 10 Méglichkeiten

Lasst man im zweiten Block der (§) | Léasstman im ersten Block der (5)

die erste Silbe I weg, erhalt man: die erste Silbe A weg, erhalt man:
AAAATT  TAAAAI AAAAI AAATI
AAATAT TAAAIA AAATA AATAI
AAATIA  TAATAA AATAA AATTA
AATAAT  TAIAAA ATAAA ATAAI
AATATA  TTAAAA IAAAA ATATA
AAITAA ATTAA
ATAAAL IAAAI
ATAATA IAATA
ATATAA IATAA
AITAAA ITAAA

Die Erkldrung ist also dhnlich - wie bereits der Beweis zur ersten Fragestellung -
sJeder Vers [beginnt] entweder [mit] guru (lang) oder laghu (kurz).

Die Anzahl aller Méglichkeiten einer bestimmten Kombination von langen und
kurzen Silben entspricht der Summe aus den Versen, die mit lang (A) beginnen
und denen, die mit kurz (I) beginnen. Lisst man die erste Silbe weg, reduziert sich
die Gesamtzahl der Silben auf n — 1, von denen ein Teil eine kurze Silbe weniger
hat und ein Teil eine lange Silbe weniger hat. Ist & die Anzahl der kurzen Silben
und (n — k) die Anzahl der langen Silben in unserer Ausgangskombination mit n
Silben, dann hat ein Teil also nach Weglassen der letzten Silbe £ — 1 kurze Silben
und n — k lange Silben und ein Teil hat £ kurze Silben und n — k& — 1 lange Silben.

In unserem Beispiel lassen wir von den 6 Silben die erste Silbe weg, es werden also
5 Silben.
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Von den 6 (= n) Silben sind im Beispiel 2 (= k) kurz und 4 (= n — k) lang. Lasse
ich eine kurze Silbe weg, betrachte ich die Kombinationen aus 5 (= n — 1) Silben,
vondenen 1 (= k£ —1) kurzistund 4 (= n — k) lang sind. Lasse ich eine lange Silbe
weg, betrachte ich die Kombinationen aus 5 (= n — 1) Silben, von denen 2 (= k)
kurz sind und 3 (= n — k£ — 1) lang sind.

Es ist zu betonen, dass dies ein stark Beispiel gebundener Nachweis ist! Ein ma-
thematisch korrekter Beweis miisste per Induktion gefiihrt werden, hat dann aber
nichts mehr mit unserer ,poetischen” Fragestellung zu tun.

Man kann - mit einer sehr starken Klasse - ggf. zeigen, dass die Gleichung (Z) =
n—1 n—1 T4
(h2p) + (") silt:

Wir beginnen rechts und zeigen, dass die linke Seite herauskommt

n—1 n—1 _ n—1)! n—1)! )
(k}*l) +( k ) —_ (k*l)!(ﬂ*l*(k*l))! + k!(nflfk)! Vereinfachen
n—1)! n—1)!
= (k71)!((n711)7k+1)1 + k!((nqllk)l Zusammenfassen
= (kf(ln)'_(i)lk:)' + k!((::llz'k)! Ziel: Nenner gleichnamig

machen, dazu zunéchst

die Nenner umschreiben

(n—1)'k n—1)!(n—k) .
(kfl)!k()n—k)! + k!((nflfk)!(nfk) erweitern

(n=D)lk+(n—1)!(n—k)

= Rl(n—F)! Zahler zusammenfassen
_ (n=Dlk4+n—k)! _ (n—=1)n __ n! - (n)
= TR T K=k Eln—F&)! k
Dass (8) =1.(3) =1 (7) = nund (?) = 1ist, kann man am Meruprastara

ablesen, es sollte aber - mindestens zur Ubung der neuen Schreibweise - noch

n

einmal festgehalten werden, ebenso wie die Symmetrie (Z) = (nik)

Zur Additionsformel kann man nun auch Aufgaben zum Manhattan-Problem (Wege-
Problem) bearbeiten und auch anhand dieser Fragestellung die Additionsformel
vertiefend klaren. Hier kann man sehr anschaulich anhand der Wege, die z.B. nach
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Osten und Siiden gehen, nachvollziehen, dass die Anzahl der Wege, die zu einem
Knotenpunkt (oder einer Kreuzung) fiihren, sich immer aus der Summe der Wege
ergibt, die zu den beiden vorhergehenden Knoten (oder Kreuzungen) fiihrten.

Eine schone Variante des Manhattan-Problems ist die folgende:

Auf wie viele Arten kann man das Wort MERUPRASTARA lesen?

1 2 3 4 5 6 7
M - E - R - U - P - R - A - S
I I I I I I I 8 1
E - R - U - P - R - A - § - T
I I I I I I I 92
R - U - P - R - A - § - T - A
[ [ [ [ [ [ [ I 10 3
ug - p - R - A - S - T - A - R
I I I I I I I 11 4
p - R - A - S - T - A - R - A

Wichtig ist zu bemerken, dass die Buchstaben auf den Knotenpunkten stehen, zu
zdhlen sind aber die Wege, also die Liicken zwischen den Buchstaben.

Hier sind es also (141) = (171) Méglichkeiten, da die Gesamtzahl der Liicken bei einer
beliebigen Lesart 11 ist und es vier senkrechte bzw. 7 waagerechte Wege gibt.

Hier kann man auch die Additionsformel noch einmal nachvollziehen: Wahlen wir
bspw. den vierten Buchstaben, das ,,U* so kann ich zum ,,U“ in der zweiten Zeile auf
drei Wegen kommen: rechts-rechts-runter oder rechts-runter-rechts oder runter-
rechts-rechts. Das ,U“ hat zwei verschiedene Vorgianger: entweder das ,R“ in der
ersten Zeile, zu dem ich auf genau einem Weg komme (rechts-rechts) oder das
,R“in der zweiten Zeile, zu dem ich auf zwei Wegen kommen (rechts-runter oder
runter-rechts). Zum ,U“ in der zweiten Zeile komme ich also auf 1 + 2 Wegen, da
ich vorher immer zu einem der beiden genannten ,R“ gehen muss, wie es die Ad-
ditionsformel sagt.

Interessant ist, dass die Additionsformel anhand dieser Beispiele einen lokalen
und geometrischen Charakter hat - der Weg teilt sich an einem Knoten bzw. Wege
laufen an einem Knoten zusammen. Spater wird noch eine Multiplikationsformel
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erarbeitet, die dann einen globalen und kombinatorischen Charakter hat.

Will man sich und den Schiiler:innen eine Poetik-Pause génnen, dann kann man
die Kombinationen auch wunderbar liber die Frage einfithren, wie viele Dreiecke
(Vierecke, Fiinfecke, Sechsecke) es im Sechseck gibt. Dazu findet man eine ausfiihr-
liche Darstellung von Klaus Labudde in den ,Mathematikthemen fiir die 9. Klasse®,
edition waldorf.

Auch ein Vergleich beider Herangehensweisen - iiber die Poetik und iiber die k—Ecke
im n—Eck - ist denkbar und empfehlenswert. Wahlt man eine Herangehensweise
zur Einfithrung, dann kann man die andere als vertiefende Erweiterung verwen-
den.

Sechste Fragestellung

Kann man, ohne das gesamte Meruprastara-Dreieck aufzuschreiben, eine beliebige
Zeile angeben?

Auch dieser Fragestellungen haben sich die indischen Poetik-Mathematiker ge-
widmet und sie haben tatsachlich einen Algorithmus dafiir gefunden, der hier kurz
dargestellt werden soll, da er meist unbekannt ist:

Soll die n—te Zeile gefunden werden (Erinnerung: die ,1“ an der Spitze ist nach
unserer Lesart die Ote Zeile), schreiben wir die Zahlen n,n — 1,n — 2,...,3,2, 1.
Darunter, mit einer Zeile Abstand schreiben wir dieselben Zahlen in aufsteigender
Richtung. Fiir n = 10 sieht es dann so aus:

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Wir bemerken, dass jeweils die Summe der iibereinander stehenden Zahlen n + 1,

hieralso 11, ergibt. Die Zahlen in der unteren Zeile entsprechen den k im (Z), wobei

die 0 weggelassen wurde.

Links beginnend schreiben wir nun etwas nach vorne versetzt in die Mitte die , 1

mit der jede Zeile des Meruprastara beginnt. 1 = (8) - hier taucht die ,0“ also

verklausuliert auf.
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10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dann folgt der Algorithmus:

Multipliziere die Zahl in der mittleren Zeile mit der rechts schrdg dartiber und divi-
diere durch die senkrecht darunter stehende Zahl. Du erhiltst die neue Zahl deiner
gesuchten Zeile im Meruprastara:

10 9 8 7 6 5 4

1 2 10

Damit lautet die 10te Zeile des Meruprastara: 1 10 45 120 210 252 210 1204510 1

Die 9. Klassler:innen nehmen diese Rechentechnik mdglicherweise einfach zur Kennt-
nis, erfreuen sich der Einfachheit und staunen dariiber. Man kann sich diese Re-
chentechnik aber dhnlich wie den Aufbau des Meruprastara plausibel machen bzw.
ihre Richtigkeit nachweisen.

Betrachtet man die Rechnung genauer stellt man fest, dass immer die bekannte
Zahl (”) mit n — k multipliziert wird und durch das neue k, also k£ + 1 dividiert

n

wird, also gilt ( =) Z—jr’f Diese Formel wird im Folgenden die ,Multiplika-

k+1)
tionsformel“ genannt.

Erlauterung:

o (;’) ist der Binomialkoeffizient, den wir schon errechnet haben (oder 1, wenn
wir beginnen)
o ( kil) ist der Eintrag, den wir suchen, namlich der nachste Binomialkoeffizi-

ent in der gewiinschten n-ten Zeile.

e n — k ist jeweils die Zahl in der oberen Zeile, wahrend & + 1 die Zahl direkt

darunter in der unteren Zeile ist.

Beispiel: Im obigen Beispiel ist die ,Startzahl“ 1 = (100) (10 wegen der 10. Zeile)
mitn = 10und k£ = 0.
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Wir suchen (110) = (kil) mitn = 10und k + 1 = 1.

Die erste Zahl in der oberen Zeile ist 10 = 10 — 0 = n — k. Die erste Zahl in der

unteren Zeileist1 = k + 1.

Wo kommen diese Zahlen, insbesondere der Faktor 21’1‘, her?

Betrachten wir das Beispiel (g), also die Kombinationen aus sechs Silben, von de-
nen vier lang (A) und zwei kurz (1) sind. Das sind 15 Méglichkeiten. Nun wollen wir
eine kurze Silbe mehr verwenden, ohne die Gesamtzahl der Silben zu erh6hen. Wie
verandert sich dann die Anzahl der moglichen Kombinationen?

Zur leichteren Vorstellung kommen hier noch einmal die Kombinationen fiir n = 6:

(o) () () () (2) () (c)
6 A 5A,11 4A21 3A,31 2A,41 1A,51 61
Von 6 Silben Von 6 Silben Von 6 Silben Von 6 Silben Von 6 Silben Von 6 Silben Von 6 Silben
sind alle lang sind sind sind sind sind sind alle kurz
Slangund1kurz | 4langund2kurz | 3langund3kurz | 2langund4kurz | 1langund5kurz
AAAAAA AAAAAT AAAAIL AAAIL AAIIIT AIIII ITITTI
AAAAIA AAAIAL AAIAIL AIAIIL IAIIIL
AAAIAA AAAIIA AAIIAL AlIIAII ITAIIL
AATAAA AATAAL AAIIIA AlIIAI ITIAIL
AIAAAA AAIAIA AIAAIL AIIIIA AL
IAAAAA AAIIAA AIAIAL IAAIL A
AIAAAL AIAIIA IAIAIL
AIAAIA AIIAAL IATIAT
AIAIAA AIIAIA IAIIIA
AIIAAA AIIIAA ITAAIT
IAAAAL IAAAIL ITAIAT
IAAAIA IAAIAT ITAIIA
IAAIAA IAAIIA IIAAI
IAIAAA IAIAAL HIAIA
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IIAAAA TAIAIA [IIIAA

IAIIAA

IIAAAL

ITAAIA

ITAIAA

IITAAA

1 6 15 20 15 6 1

Man kann beobachten, dass je weniger Elemente einer Art es gibt, desto mehr Mog-
lichkeiten haben sie, sich auf alle Stellen zu verteilen und je mehr Elemente einer
Art es gibt, desto weniger Moglichkeiten haben sie, sich zu verteilen. Gibt es z.B.
nur A’s, so gibt es auch nur eine mogliche Verteilung. Werden die A’'s weniger, so
konnen sie sich auf mehr Arten verteilen. Das hat aber dann seine Grenze, wenn
das zweite Element gleich oft oder haufiger vorkommt. Es gibt also jeweils das
Element den Ausschlag zum mehr oder weniger Werden, dass insgesamt haufiger
vorkommt. Kommt ein Element seltener vor, vervielfachen sich die Méglichkeiten,
wird das Vorkommen héufiger, dividieren sich die Moglichkeiten.

Reduzieren sich die A’s bei sechs Stellen also von 6 auf 5, so versechsfachen sich die
Maoglichkeiten, da ja das neue I an jeder der sechs Stellen stehen kann, also einmal
von hinten nach vorne durchwandert. Bei einer Reduktion von 5 auf 4 A’'s miissten
sich demnach die Mdglichkeiten verfiinffachen. Gleichzeitig erh6ht sich aber die
Anzahl der I's von 1 auf 2, was zu einer Halbierung der Moglichkeiten fiihrt.

Schauen wir uns das genauer an:
In jeder Zeile der sechs Moglichkeiten von (?) koénnte jedes der A weggelassen und

durch das neue I ersetzt werden:

1. Zeile aus AAAAAL  wird AAAAIL

AANANT AAAIAL
AAAAAL AAIAAL
AANAAL AIAAAL

AANAAL IAAAAL
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2. Zeile aus AAAAIA  wird  AAAALL
ANNATA AAAIIA
ANANAL AAIAAL
AANAA] AIAAA]
AAAAA] IAAAAL
3. Zeile aus AAAIAA AAAIAT
AAATAA AAATIA
ANATAA AAIIAA
AANIAA AIAIAA
AAAIAA IAATAA
4. Zeile aus AAIAAMA wird  AAIAAI
AAIAAN AAIAIA
AATAAA AAIIAA
AAIAAA AIIAAA
AAIAAA IATAAA
5. Zeile aus AIAAAA  wird  AIAAAI
AIAAAA AIAAIA
AIAAAA AIAIAA
ATAAAA AlIAAA
AIAAAA TITAAAA
6. Zeile aus IAAAAA wird  IAAAAI
IAAAAA IAAAIA
IAAAAA IAAIAA
IAAAAA IAIAAA
IAAAAA [IIAAAA

Wir erhalten also eine Verfiinffachung der Moglichkeiten.
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Beim genaueren Hinsehen stellen wir aber fest, dass jede der Moglichkeiten dop-
pelt vorkommt, da einmal das ,alte” [ und einmal das neue |, die ja eigentlich nicht
unterscheidbar sind, auf demselben Platz stehen.

Fiir die ersten Beispiele wird es hier farbig gekennzeichnet. Dieselbe Farbe ent-
spricht demselben Rhythmus bzw. derselben Zeichenfolge:

1. Zeile aus AAAAAL  wird  AAAAIL

AANANT AAAIAL
AAAAAT AAIAAL
AANAAT

AANAAL IAAAAL

2. Zeile aus AAAAIA  wird < AAAAIT

AANATA AAAIIA
AMNANA] AAIAAL
AANANA] AIAAAL
AANAAL TAAAAL
3. Zeile aus AAAIAA AAAIAI
AAATAN AAAIIA
ANATAA AAITAA
AANIAA AIAIAA
AANAIAA TAAIAA

4. Zeile aus AAIAAMA wird  AAIAAT

AAIAAA AAIAIA
AATAAA AAIIAA
AATAAA AITAAA
AAIAAA TAIAAA

5. Zeile aus AIAMAAA wird

AIAAAN AIAAIA

AIAAAA AIAIAA
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AIAAAA AITAAA

AIAAAA ITAAAA

6. Zeile aus IAAAAA  wird  IAAAAI

IAAAAA IAAAIA
IAAAAA IAAIAA
IAAAAA IAIAAA
IAAAAA ITAAAA

Man erkennt an der Einfiarbung, dass sich z.B. jede Zeile des ersten Blocks als erste
Zeile der folgenden Blocke wiederfindet. Jede Zeile des zweiten Blocks findet sich
als zweite Zeile der folgenden Blocke wieder usw.

Damit tritt jede Zeile doppelt auf.
Wir miissen also die doppelten Zeilen streichen bzw. die erhaltenen 30 Mdglich-

keiten halbieren, um zu unserer endgiiltigen Anzahl zu kommen.

1. Zeile aus AAAAAT  wird  AAAAIL

AANAN] AAAIAL
AAANA] AAIAAL 5
AANAA] AIAAAL
AANAAL TAAAAL

2. Zeile aus AAAAIA  wird AAAAH

AANATA AAAIIA
ANANAL AAIAAL 4
AANAAL AIAAA]
AAAAAL IAAAAL
3. Zeile aus AAAIAA AAATAL
AAATAA AAAHA

ANATAA AAITAA 3
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AAAIAA AIAIAA

ANAIAA TAATAA

4. Zeile aus AAIAAA wird AAAAL

AAINAN AAATA
AATAAA AAHAA 2
AATAAA AITAAA
AAIAAA IAIAAA

5. Zeile aus AIAAAA wird  AAAAS

AIANAN AAATA
AIAAAA AAAA 1
AIAAAA AHAAA
AIAAAA ITIAAAA

6. Zeile aus IAAAAA  wird HAAAAS

[AAAAA TAAATA
IAAAAA HAAIAA 0
IAAAAA TAIAAA
[AAAAA HAAAA
Summe: 15

Insgesamt findet also eine Veranderung der Anzahl der Moglichkeiten um den Fak-

tor 5 statt. Das ist aber bei (}) = ({) genau der Faktor =% = 6 = 2.

Will ich nun vom gerade errechneten(g) Zu (g) kommen, bedeutet es, dass sich
die A's von 4 auf 3 reduzieren, daher also eine Vervierfachung der Mdglichkeiten
stattfindet, da wieder jedes der vier A's gestrichen und durch das neue I ersetzt
werden konnte. Aber gleichzeitig tritt jede dieser Moglichkeiten drei Mal auf, da
das neue I nun einerseits an der Stelle, wo das A wegfillt, auftritt. Andererseits gibt
es aber Zeilen, in denen an dieser Stelle eines der alten I stand und das A ersetzt
wurde, wo in der anderen Zeile eines der beiden alten I stand. Z.B. wird sowohl
aus AAAAIL als auch aus AAAIIA und AAAIAI das neue AAAIIL

Damit miissen wir durch 3 dividieren. Der Faktor, um von (g) Zu (g) kommen, ist
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also 4. Und tatsachlich ist (g) .3=15.3=20= (?).

3

S

Fiir Mathematiker sei hier ein kleiner ,abstrakter” Beweis gefiihrt:

Wir wollen zeigen, dass gilt:
(i) = () - 35t

Linke Seite:

n n! n!
(k+1) = D) n—k+1)! — (h+D)!(n—k—1)! (1)

Rechte Seite:

(n) Lok = nt .nok Nenner umsortieren
k k+1 kl(n—Fk)!  k+1
! —
= k!l?—.i-l : (s_kkf)! 1. Schritt:k’s zusammenfassen

2. Schritt: (n — k) ausklammern

n! n—k
k+D)! 1-2-..-(n—k—2)(n—k—1)(n—k)

(n — k) kiirzen

(n—k—1)!
n!
= D) (n—Fk—1)! (2)

Nach der Umformung sind die linke Seite (1) und die rechte Seite (2) gleich, damit
miissen sie auch vor der Umformung gleich sein.

Im Gegensatz zur Additionsformel, die beschreibt, dass die Summe zweier benach-
barter Binomialkoeffizienten immer den darunter stehenden Binomialkoeffizien-
ten ergibt, und die wir anhand des Manhattan-Problems oder anderer Wege-Such-
Probleme lokal an einem Knotenpunkt und geometrisch veranschaulichen konn-
ten, ist dies bei der Multiplikationsformel nicht méglich.

Sucht man hier anschauliche Beispiele oder Ubungsaufgaben, so kann man z.B.
Team-Probleme wahlen: Ein k-kopfiges Team, das aus n Personen ausgewahlt wird,
soll um eine weitere Person (aus den n Personen) erginzt werden. Wie verandert
sich die Anzahl der Méglichkeiten?

Die weitere Person muss aus den n-k verbleibenden Personen gewahlt werden. Es
gibt also n-k Moglichkeiten, das vorhandene k-kopfige Team zu erginzen. Dabei
wird aber jedes neue Team der Grofee k+1 mehrfach gezahlt, da es auf k+1 Arten
gebildet werden kann, weil ja jede der k+1 Personen die Erganzende sein kdnnte.
Daher muss durch k+1 geteilt werden, um die Mehrfachzahlung zu korrigieren.
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Die Multiplikationsformel ist also global (im Sinne von ortsunabhingig) und kom-
binatorisch: Man untersucht, wie viele Moglichkeiten es gibt, von kleineren Teil-
mengen zu grofleren zu gelangen und korrigiert die Uberzahlung. In diesem Sin-
ne kann man die Multiplikationsformel als Vorgangerin der Hypergeometrischen
Verteilung ansehen.

Siebte Fragestellung

Gibt es einen Zusammenhang zwischen der Hemachandra-(Fibonacci-)Folge und dem
Meruprastara (Pascal’schen Dreieck)?

Als Mathematiker wissen wir, dass man die Fibonacci-Zahlen (Hemachandra-Folge)
tatsachlich im Pascal’schen Dreieck (Meruprastara) findet. Aber kann man auch
erklaren, warum? Sonst konnte es Zufall sein. Zumal die Fibonacci-Zahlen nicht
unmittelbar in Erscheinung treten, sondern man sie nur durch Addition bestimm-
ter Binomialkoeffizienten, namlich der sog. ,flachen Diagonalen®, erhilt.

8A

Mit unserem Zugang liber Versmafe und Rhythmen kénnen wir aber tiber das Ent-
decken der Zahlenfolge hinausgehen und inhaltlich bestétigen, dass ein wirklicher
Zusammenhang vorliegt.

Nehmen wir eine der roten Diagonalen heraus, z.B. die Linie, die zur ,34*“ gehort.
Die Hemachandra-Zahl, 34 erhalt man durch Addition aller ,Meruprastara-Zahlen,
die auf dieser Linie liegen, d.h. von rechts unten nach links oben: 14+7+15+10+1 =
34,

Betrachtet man die darunter stehenden Silbenlangen, so liegen auf der Linie der
achten Hemachandra-Zahl ,34“ von rechts unten nach links oben die Silbenldngen
8L1A61,2A4,3A21und4A.
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Es fallt bei genauerem Hinsehen auf, dass alle diese Silbenkombinationen genau
acht Schliage haben und auch alle méglichen Zusammenstellungen von A's und I's
bei acht Schldgen reprasentiert sind. Zur Erinnerung: A ist zwei Schlage lang, I ist
einen Schlag kurz.

Und genau diese Auffilligkeit ist der gesuchte Zusammenhang!

Die Hemachandra-Zahlen hatten wir gefunden, als wir die Anzahl méglicher langer
und kurzer Silbenanordnungen fiir eine bestimmte Anzahl von Schldgen gesucht
hatten. (Schlagzahl fest, Silbenanzahl variabel).

Die Meruprastara-Zahlen dagegen sind Kombinationen gleicher Silbenanzahlen,
die aber unterschiedlich viele Schlage haben. (Silbenanzahl fest, Schlagzahl varia-
bel).

Auf einer roten Linie liegen immer alle die Kombinationen, die dieselbe Schlagzahl
haben. Die Summe dieser Kombinationen ergibt die Hemachandra-Zahl.

Dieser Zusammenhang wird nur deutlich, weil wir zwei-schldgige und ein-schlédgige
Silben verwenden, unsere Elemente also ,1“ und ,2“ sind und wir entweder die

entstehende Summe der Zahlen aus ,1“ und ,2“ betrachten oder die moéglichen

Kombinationen der Symbole , 1“und ,2“ 121 ist also lesbar als ,1+2+1“ und ich su-

che nach allen méglichen Zusammenstellungen der Ziffern 1 und 2, die aus drei Zif-

fern bestehen und die Summe ,4“ ergeben (Hemachandra-(Fibonacci-)Zahl) oder

es ist lesbar also Ziffernfolge 1, 2, 1 und ich frage, wie viele Moglichkeiten gibt es,

die Ziffern 1, 1 und 2 anzuordnen (Binomialkoeffizient).

“:

Arbeitet man mit ,,0“ und , 1% ,nein“/“ja“ ,Punkt“/“Linie“ usw. Ergibt sich der ge-
schilderte einfache Zusammenhang nicht und es bleibt ein nicht erklarbares Pha-

nomen.

Achte Fragestellung

Welche weiteren Geheimnisse haben die ,alten Inder” entdeckt?

Die Achte und die Neunte Fragestellung sind nicht unbedingt kombinatorischer
Natur. Sie zeigen aber, wie das kombinatorische Wissen auf praktische Fragestel-
lungen angewendet wurde. In der Kombinatorik-/Zahlentheorie-Epoche eigenen
sie sich eher als Anekdoten oder Schmanckerl, weniger als Lerninhalt. Sie stellen
dariiber hinaus einen gewissen Bezug zur Codierung her und sollen in diesem Text
der Vollstandigkeit halber nicht weggelassen werden.
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Schléft ein Lied in allen Dingen,

Die da trdumen fort und fort.
Und die Welt hebt an zu singen

Kennst du nur das Zauberwort.

Joseph von Eichendorff

Indischen Musikern ist tatsiachlich ein Zauberwort bekannt, dass so, mehr als 2000
Jahre lang vollig unverandert, auf Pingala zuriickgeht!®.

Treffen zwei oder mehr Musiker aufeinander, konnen sie sich ein ,Codewort“ zuru-
fen und sofort gemeinsam in einem komplizierten Rhythmus spielen, ohne vorher
je miteinander musiziert zu haben.

Das Zauberwortheifdt: ,ya mataraja bha na sa lagam“ (,ya“ wird wie das deutsche
,Jal“ausgesprochen, ja“ dagegen ,dscha“). Das ,a“ steht hier fiir eine betonte, lan-
ge Silbe, wiahrend das normale ,,a“ unbetont, kurz ist. Es ist ein Nonsens-Wort, hat

also keine inhaltliche Bedeutung und muss folglich auch nicht libersetzt werden.

Dieses Zauberwort lernen schon Kinder, die bspw. Trommeln oder andere Instru-
mente spielen lernen. Was und wie codiert es?

Ubersetzen wir zunichst einmal das Wort in unsere A-I-Silben, indem wir uns nur

auf die betonten und unbetonten Silben konzentrieren:

ya | ma | ta|ra|ja| bhd | na | sa | la | gam

I Al A AT A I I I A

Betrachtet man die A-I-Folge, so kann man sie sukzessive in Dreiergruppen auftei-
len, die je mit einer Silbe beginnen:

ya | IAA ja | 1Al la I

ma | AAA || bha | All || gam | A

ta AAI na I11

ra | AIA sa IIA

Die letzten beiden Silben la (1) und gam (A) lassen wir zunachst aufden vor und
betrachten nur die ersten acht Silben und ihre Zahlenfolgen.

Wir stellen fest, dass es sich bei den Zahlenfolgen um alle acht méglichen Kombi-
nationen aus drei Silben A und I handelt. Sie sind nicht in einer der vorher erarbei-

18[13]
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teten Reihenfolgen sortiert, sondern recht beliebig, aber doch kompakt und hoch
durchdacht angeordnet. Es handelt sich bei der gesamten Folge IAAAIAIIIA um ei-
ne von nur zwei moglichen Folgen, in denen alle acht dreistelligen Kombinationen
von zwei Symbolen vorkommen, eine sogenannte DeBruijn-Folge. Die zweite Folge
ist IAAAIIIAIA.

Eine DeBruijn-Folge ist eine kompakte Abfolge von Zeichen, in der jede mogliche
Kombination dieser Zeichen mit einer gegebenen Linge genau einmal vorkommt.
Diese Zeichenabfolge wird zyklisch betrachtet, das heif3t die Zeichen am Ende diir-
fen mit denen am Anfang fortgesetzt werden, um ein Teilwort zu bilden'®.

Unsere kompakte Abfolge von Zeichen hat zehn Stellen, die mit zwei verschiede-
nen Zeichen, A oder I, so gefiillt werden, dass je nach dem, an welcher Stelle man
beginnt, man jede mogliche dreistellige Kombination dieser zwei Zeichen erhalt.
Sie ist zyklisch, da die letzten beiden Zeichen den ersten beiden entsprechen, so
dass man diese Zeichenfolge im Kreis anordnen kann, wobei sich die beiden letz-
ten Stellen mit den beiden ersten Stellen tiberlappen. Dies gilt auch fiir die zweite
Folge. Beide Folgen sind, ldsst man die erste und letzte Stelle weg, komplementar
zueinander: vertauscht man in der einen Folge die Symbole A und [, so erhalt man
die andere (bzw. eine ihrer zyklischen Verschiebungen). Auf die Zyklizitat wird
spater noch eingegangen werden. DeBruijn-Folgen werden in der Informatik aber
z.B. auch in der Zauberei, etwa fiir Kartentricks, verwendet.

Wie kann man nun damit codieren?

Wir reduzieren die Silben selbst noch etwas weiter und lassen den Vokal a oder a
weg. Er ist sowieso nur ein Platzhalter. Das Wort kénnte auch mit e ,i ,0“ oder
»u“ gebildet werden.

Jede der acht 3-stelligen Kombinationen von A und I steht also fiir einen Konso-
nanten.

y | IAA || j [ 1A ][ 1|1

m | AAA || bh | All || g | A

t | AAI n | I

r | AlIA S 1A

Mochte ich einen bestimmten Rhythmus codieren, bilde ich also ein Wort, das aus
den entsprechenden Konsonanten mit beliebigen Vokalen besteht.

19[17]
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Beispiele:

Tiramisu ‘ t r m S

‘ AAl AIA AAA 1A

Der zugehorige Rhythmus ist also:
AATATAAAATTIA
dah dah di dah di dah dah dah dah di di dah

Rotation r t t n

AIA AAI AAL I

Der zugehorige Rhythmus ist also:
ATAAATAATIILI
dah di dah dah dah di dah dah di di di di

Nun kommen die beiden letzten Konsonanten ,g“ und ,,[“ ins Spiel, denn nicht alle
Rhythmen sind durch 3 teilbar. ,g*“ steht fiir guru, also lang (A), ,,I“ steht fiir laghu,
also kurz (I). Will man also eine einzelne lange oder kurze Silbe einfiigen, verwen-
det man entsprechend ,g“ oder ,I"

Jalousie | j 1 S

IAI I 1A

Der zugehorige Rhythmus ist also:

IAIIITA
di dah di di di di dah
Regal r g 1
AIA A I

Der zugehorige Rhythmus ist also:
ATAAIL
dah di dah dah di

Wenn man ein wenig herumprobiert, stellt man fest, dass man im Deutschen mit
dem Zauberwort schnell an seine Grenzen kommt. ,ya“ und der Konsonant ,y“ wie
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auch ,ja“ und der Konsonant ,j“ kommen im Deutschen eher selten vor. Dagegen
unterscheiden wir z.B. starker zwischen ,d“ und ,,t“ als im Sanskrit.

Im Unterricht konnte man also mit den Schiiler:innen ein deutsches Zauberwort
finden, in dem z.B. die 10 haufigsten Konsonanten der deutschen Sprache vorkom-
men. Sollen ,.k“und , I fiir kurz und lang stehen, bleiben noch acht weitere Konso-
nanten. Die Befragung von ChatGPT hat ergeben, dass die acht haufigsten Konso-
nanten im Deutschen aufder k und I die folgenden sind: n, r; 5, t, d, h, m, g.

Ein deutsches Zauberwort konnte also z.B. heifden:
Ga ma ta ra ha da na sa ka la

Selbstverstadndlich ist die Reihenfolge der Konsonanten bis auf,k“ und ,1“am Ende
beliebig. Die betonten und unbetonten Silben sind aber fest. Dariiber hinaus kann
man auch andere Vokale verwenden, so dass das Wort der deutschen Sprache dhn-
licher wird. Das bleibt denjenigen iiberlassen, die es ausprobieren mochten.

Mitdem obigen deutschen Zauberwort erhalt man folgende Konsonanten-Rhythmus-
Zuordnung:

IAA || h | IAL || k| 1

m|AAA || d | AL T | A

t | AAT || n | III

r| AIA || s | IIA

Das Wort ,Mathematik hat dann den folgenden Rhythmus:

Mathematik ‘ m t h m t k

‘AAA AAL | TAL | AAA | AAT | ]

Der zugehorige Rhythmus ist also:
ANAAATTATAAAAATI
dah dah dah dah dah di di dah di dah dah dah dah dah di di
Hat man fiir jeden der Konsonanten die entsprechende Zahlenfolge gelernt, kann

man also sehr schnell zu einem gegebenen Wort den Rhythmus finden und umge-
kehrt.

Die DeBruijn-Folgen wurden als zyklisch bezeichnet. Und tatsachlich ist es so, dass
man die Silben des Zauberworts im Kreis anordnen kann und quasi die sich selbst
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in den Schwanz beifsende Schlange Ouroboros erhilt. Dabei sind die letzten beiden
Silben ,la“ und ,,gam" der Schwanz, der verschluckt wird. Die zugehorigen Zeichen
,1“und ,A“ entsprechen den beiden ersten Zeichen unserer Zauberwort-Folge.

Der Ouroboros ist ein uraltes Symbol, das in fast allen alten asiatischen und eu-
ropaischen Kulturen zu finden ist als Leviathan, als Midgardschlange (nordische
Mythen), als Tiamat (Gilgamesh Epos), als Ouroboros (Agypten). Bei den Hindus
als Universum, im Yin Yang der chinesischen Kulturen usw. Es steht immer fiir Un-
endlichkeit, Wiedergeburt und den Kontrast von Innen und Auf3en, hell und dunkel
usw.

Rudolf Steiner verwendet den Ouroboros als Siegelbild fiir das vierte Mysterien-
drama , Der Seelen Erwachen” und beschreibt die sich in den Schwanz beif3ende
Schlange als Bild fiir die Umstiilpung, von Raum und Gegenraum und fiir die ima-
ginative Erkenntnis?°.

20[14,15]
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| k] sl sk g
" AT Taye

b + "_.. 9 ! . . ‘ v -I ; MOUNT MERU, THE BARTH, AND THE INFERNAL REGIONS, CARRIED BY THE TORTOISE.
&*-.m@-: — 3 “"ﬂl‘“ﬁ‘hm“ (4fter an original Design by @ Brahmin.*)
Alchemie Von anonymous medieval Hinduistische Kosmologie
illuminator; Fol. 279 of Codex Parisinus
graecus 2327,

https://commons.wikimedia.org

Ouroboros (Agypten) Die Ouroboros-Schlange im Siegelbild
fiir das vierte Mysteriendrama «Der
Seelen Erwachen» nach dem Entwurf
Rudolf Steiners.
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Selbst mit dem Zauberwort ,ya ma td rd ja bhd na sa la gam* gab sich Pingala noch
nicht zufrieden. Es folgte noch eine weiter Fragestellung zur falschungssicheren
Codierung.

Neunte Fragestellung
Wie kann man einen Rhythmus fdlschungssicher und tiber Jahrtausende erhaltbar
benennen?

Ziel der ,alten“ Poeten wie Pingala war es, einen Rhythmus fiir Melodien oder Su-
tras so falschungssicher zu benennen, dass er sich tiber lange Zeit und auch ohne
schriftliche Weitergabe, sondern ggf. nur durch miindliche Uberlieferung unver-
andert erhielt.

Es geht also um eine filschungssichere Codierung.

Die Idee: Man schreibe ein Sutra tiber den Rhythmus in dem Rhythmus, in dem der
Rhythmus benannt wird.

Verwendet wird dabei natiirlich das Zauberwort ya ma ta rd ja bha na sa la gam.

Beispiel 1:

Sutra: Sur yas vair ya di mah sajau satatagah
AAATTATATITA
Sardullavikriditam.

AATAATA

Ubersetzung:  Wenn es 12-plus-7 Silben in der Form ma sa ja sa ta ta ga(m) gibt,

dann wird es ,Spiel des Tigers“ genannt.

Code: ma sa ja sa
AAATIATATTIA

ta ta ga(m)

AAT AAT A

Der Code md sa ja sa ta ta ga(m) beschreibt also den gesamten Rhythmus, in dem
er als lang/kurze Silbe selbst ebenfalls vorkommt.

Wird auch nur eine einzige lange oder kurze Silbe gedndert, passt sie nicht mehr
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zum Code und es fallt sofort auf. Werden ganze Worter gedndert, ergibt das Sutra
keinen Sinn mehr.

Beispiel 2:

Sutra: Bhu jan ga pra yd tam catiir bhir ya ka raih.

IAATAATAATAA

Ubersetzung:  Der ,Gang der Kobra“ besteht aus einem Vierfachen ya.

Code: yayayaya
IAA TAA TAA TAA

Konnen wir solche Satze auch im Deutschen finden? Das ist eine spannende Her-
ausforderung fiir unsere Schiiler:innen. Ich freue mich iiber Zuschriften mit Be-
richten und Ideen!

Ein bekanntes Beispiel und Merkvers, in dem Hexameter und Pentameter in Ge-
dichtform und ,ihrem"“ Versmafi beschrieben werden, finden wir bei Friedrich Schil-
ler:

Das Distichon
Im Hexameter steigt des Springquells fliissige Séule,
Im Pentameter drauf fillt sie melodisch herab.

Hier wird natiirlich kein Zauber- bzw. Codierungswort verwendet.

Ein selbsterdachtes, sehr einfaches Beispiel ebenfalls fiir ein Hexameter unter Ver-
wendung des deutschen ,Zauberworts” Ga mad ta ra ha da na sa ka 1d mit

g | IAA || h | IAL || k| 1

m|AAA || d | AL T | A

t | AAL || n | III

r | AIA || s | TIA

konnte sein:

Sechs mal daktylische FiifSe, sechs Da, sind der edle Hexameter.

AITATTATITATITIAITIATI

Code: Sechs Da = AIl AIl AIl AIl AIT Al
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Exkurs

Auch Sir Francis Bacon (1561 - 1626), oft als , Vater der Bindrzahlen*
angesehen, entwickelte mit 17 Jahren - aber lange nach Pingala - ein
auf Bindrzahlen beruhendes Chiffrier- oder Codier-System, genannt
Bacon-Chiffre. Er ordnete jedem Buchstaben des Alphabets eine fiinf-
stellige Abfolge der Buchstaben a und b zu. Es gab zu dieser Zeit im
viktorianischen England 24 verschiedene Buchstaben, da I und ] bzw.
U und V jeweils identisch waren.

Buchstabe | Code Buchstabe | Code Buchstabe | Code
A aaaaa I,] abaaa R baaaa
B aaaab K abaab S baaab
C aaaba L ababa T baaba
D aaabb M ababb UV baabb
E aabaa N abbaa w babaa
F aabab 0 abbab X babab
G aabba P abbba Y babba
H aabbb Q abbbb Z babbb

Bacons Ziel war es, seinen Code in einem langeren ,normalen” Text
zu verstecken, indem z.B. fiir a und b verschiedene Schriftarten oder
Grof3- und Kleinschreibung verwendet wurden. Er schlug sogar vor,
den Buchstaben A bis M den Codewert a und den Buchstaben N bis
Z den Codewert b zuzuordnen. Nun formuliert man einen langen Text
und codiert die Botschaft mithilfe der Anfangsbuchstaben der Worter.
So konnte ein ,normaler” Text zum Trager einer versteckten Botschaft
werden?!,

»,BACON"“ kdnnte dann z.B. folgendermafien codiert werden:

B | aaaab
A | aaaaa
C | aaaba
O | abbab
N | abbaa

Die Chiffre ist eine prima Angelegenheit, da man mit ihrer Hilfe geheime

21[12]
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Botschaften zuverldssig in langen Texten verstecken kann, so dass uneingeweihte

Personen es ignorieren.

Die einzelnen fiinfstelligen Buchstabencodes sind unterstrichen, die
relevanten Wortanfange sind fett gedruckt. Man erhalt also:

B A C 0 N
aaaab aaaaa | aaaba | abbab | abbaa
DCiep | Admmi | HgBzi | 1Tvks | duPei

Allerdings sieht man, dass die geheime Botschaft moglichst kurz sein
sollte, da man sonst sehr lange Tragertexte verfassen muss.

Zusammenfassung und kurzer Epocheniiberblick

Es erstaunt durchaus, welche umfassenden kombinatorischen und zahlentheore-
tischen Betrachtungen indische Gelehrte bereits vor tiber 2000 Jahren machten. In
den teilweise zitierten Texten wie dem Chandashastra von Pingala oder dem Vrut-
taratnakara von Kedara Bhatt ist sicherlich noch viel mehr verborgen. Interessant
ist, dass die treibende Kraft nicht die mathematische Forschung war, sondern eine
Analyse und differenzierte Darstellung der Poetik. Ahnliche Antriebe findet man
bspw. bei Sir Francis Bacon, der den Binédrcode als Chiffriersystem entwickelte.

Man mag sich fragen, warum dieses alte Wissen heute nicht (mehr) bekannt ist.
Dies ist insbesondere auf die Kolonialisierung zuriickzufiihren, in der, wie meis-
tens tiblich, das Wissen der Herrscher gelehrt wurde, nicht das der Beherrschten.
Damit kennen indische Schiiler:innen die Zahlenfolgen 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...
als im Westen tibliche ,Fibonacci-Folge®, nicht als urspriingliche ,Hemachandra-
Folge“, das Zahlendreieck ist auch indischen Lernenden als ,Pascal’sches Dreieck”
bekannt, nichtals ,Meruprastara“ - wie sie in der indischen Prosodik noch genannt
werden. Viel Wissen ging auf diese Weise aus Uberheblichkeit verloren oder wur-
de verschiittet und wird erst langsam wiederentdeckt.

In diesem kleinen Text haben wir zunachst anhand von Rhythmen gleicher Schlag-
zahl, bestehend aus ein- und zwei-schlagigen Silben, die Hemachandra- oder Fibonacci-
Zahlen entdeckt.

Im Folgenden haben wir uns Rhythmen gleicher Silbenzahl und damit den Binar-
zahlen zugewandt. Wir haben verschiedene Algorithmen kennengelernt: zunachst
Algorithmen, nach denen man sicherstellen kann, keine Zeile in einer Liste zu ver-

gessen. Dann Algorithmen, die dazu dienen, Dezimalzahlen in Bindrzahlen umzu-
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rechnen, also eine ,verlorene“ Bindrzahl zu rekonstruieren, und das Umgekehrte,
zu einer angegebenen Bindrzahl die Dezimalzahl zu berechnen.

Diese Aspekte konnen gut in der zweiten Epochenwoche behandelt werden, wenn
in der ersten Epochenwoche Permutationen ohne und mit Wiederholung und ggf.
Variationen und alle zugehorigen Formeln und Rechenarten wie die Fakultit erar-
beitet wurden.

In der Fiinften Fragestellung haben wir uns den ,Kurz-Lang-Ubungen“ gewidmet,
also den Kombinationen oder Auswahlproblemen. Wir haben das Meruprastara,
den wachsenden Juwelenberg, oder das Pascal’sche Dreieck aufgestellt und daran
viele mathematische Regelmafiigkeiten und Zahlenmuster entdeckt, wie die Ad-
ditionsformel, die Binomialkoeffizienten, das regelmafiige Auftreten bestimmter
Zahlen wie der natiirlichen Zahlen, Dreieckszahlen uvm., sowie die Multiplikati-
onsformel, mit der man ganze Zeilen des Meruprastara errechnen kann, und sind
den Hemachandra-Fibonacci-Zahlen wieder begegnet.

Diese Inhalte passen in die dritte Epochenwoche, ggf. ergianzt durch Codierungs-
und Chiffrierungs-Aspekte oder durch das Lotto-Modell mit der Hypergeometri-
schen Verteilung und Aspekte der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Eine mdgliche Kombinatorik-Epoche mit dem hier dargestellten historischen, aber
hochaktuellen Hintergrund kdnnte also ganz grob wie folgt aussehen:

1. Woche: Permutation, Permutation mit Wiederholung, evtl. Variation
2. Woche: Erste bis Vierte Fragestellung

3. Woche: Fiinfte bis Siebte Fragestellung, ggf. erganzt durch Codierung/Chiffrie-
rung oder Wahrscheinlichkeitsrechnung

Alle Themen miissen immer angereichert und ergianzt sein durch viele und vielfal-
tige andere Ubungs- und Vertiefungsaufgaben. Klassische Aufgaben zu Permuta-
tionen mit und ohne Wiederholung, zu Variationen und zu Kombinationen findet
man im Netz und im Buch ,Mathematikthemen fir die 9. Klasse“ der edition wal-
dorf.

Es wird von einer dreiwdchigen Epoche mit 15 Unterrichtstagen ausgegangen. Er-
gianzende Fachstunden sind hier nicht beachtet, sind aber sinnvollerweise fiir Ex-
kurse, Vertiefungen und Uben zu verwenden.

In der 3. Woche kdnnte man auch die poetischen Betrachtungen ,nur” als Ergin-
zung bzw. Vertiefung verwenden und die Kombinationen neu greifen und tiber die
etwas anschaulichere Frage der k-Ecke im n-Eck erarbeiten.
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Ob man die indischen Bezeichnungen verwenden mochte, oder lieber auf die be-
kannten westlichen Bezeichnungen zuriickgreift, bleibt der eigenen Abwagung tiber-
lassen. Einerseits sind die Bezeichnungen fiir die Schiiler:innen in jeden Fall neu,
die Umgewodhnung findet bei der Lehrperson statt. Andererseits werden die Schii-
ler:innen bei vertiefenden Recherchen, Nachhilfelehrer:innen, Eltern etc. mit dem
indischen Bezeichnungen auf wenig Wiedererkennen stofden, was fiir eine Ver-
wendung der Ublichen Bezeichnungen spréche.

In diesem Text wurden bewusst konsequent die indischen Bezeichnungen (oder
beide) verwendet auch aus Respekt und Anerkennung der indischen Denker, deren
Errungenschaften im Zuge der Kolonialisierung verschiittet wurden.

Die Achte und Neunte Fragestellung, die sich insbesondere mit der Codierung be-
schaftigen, konnen auch in Ubstunden oder als kleine Anekdoten im Unterricht
betrachtet werden und stellen neben den Binadrzahlen eine mdgliche Verbindung

zum Informatikunterricht her.

Es ist sehr zu empfehlen, die 9. Kldssler:innen nicht nur denkerisch zu aktivie-
ren, sondern auch physisch durch zugehorige Rhythmusiibungen ins Schwitzen
zu bringen und die theoretischen Rhythmen auch praktisch tibend zu ergreifen.

I would like to thank the ‘Circle of Math’ for many inspiring meetings, and particu-
larly Marisha for her insightful report on her museum visit.
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