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Zusammenfassung:  Ein Satz tiber ahnliche Vierecke wird elementargeometrisch bewiesen und dann
mit den Werkzeugen der Projektiven Geometrie. Es folgt die Untersuchung der
wiederholten Anwendung und die analytische Behandlung eines Beispiels.

Sei A1A2AsA4 ein nicht-entartetes Viereck. Die Kreise mit den Seiten A,A, und A A,
als Durchmesser schneiden sich auf3er in A1 in einem weiteren Punkt Bi1. Entsprechend
ergeben sich die Punkte Bi, i = 2, 3, 4 aus den Kreisen Gber AA,,, (Mit As=A1).

Behauptung: Viereck B1B2B3B4 ist &hnlich dem Viereck A1A2AzA4.

Bew.: Wir zeigen an Hand der Abbildung, dass die Dreiecke A1A2As und B1B2B4 in zwei
Winkeln Ubereinstimmen. Dann stimmen sie wegen der gleichen Winkelsumme auch
im dritten Winkel Uberein, sind also dahnlich. Dasselbe lasst sich dann durch analoge
Uberlegungen auch fiir die Dreiecke A2A3A4 und B2B3B4 zeigen, und daraus folgt dann
die Ahnlichkeit der beiden Vierecke.
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Nach dem Satz des Peripheriewinkels sind im Kreis k12 die beiden Peripheriewinkel a
mit den Scheitelpunkten Az und B2 und im Kreis ka1 die beiden Peripheriewinkel  und
vy jeweils gleich grof3. Und nach dem Satz vom AuRenwinkel ist im Dreieck A1B1B4 der
Winkel im Dreieck B1B2B4 mit dem Scheitelpunkt B4 gleich der Summe B+y, also gleich
dem Winkel im Dreieck A1A2Asmit dem Scheitelpunkt As. Somit stimmen die Dreiecke
A1A2A4 und B1B2B4 in zwei Winkeln tberein. qed
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Fur den projektiven Beweis werden drei einfache Aussagen vorangestellt:

1)

Bew.:

@)

3)

Bew.: THALES-Satz fur zwei(!) Kreise! qed

Die Idee der projektiven Erzeugung von Kreisen durch
zwei Geradenbischel (wobei die Projektivitat in der
Orthogonalitéat besteht), zeigt, dass die Punkte B; statt
als Schnittpunkte von Kreisen auch als HohenfuBpunkte

Wenn eine Kollineation einer | (1) Wenn eine Kollineation eines
Punktreine auf sich zwei Punkte Geradenbischels auf sich zwei Geraden
miteinander vertauscht, dann gilt das miteinander vertauscht, dann gilt das fir
fiir alle Punkte dieser Reihe. alle Geraden dieses Bschels.

(links): Seien V und W die vertauschten Punkte, A ein weiterer Punkt und A' sein Bild-
punkt. Dann gilt DV(V,W, A/A") = DV(W,V, A A") = DV(V,W, A",A’") wegen der
Doppelverhaltnistreue und dann der Vertauschungsregeln. Also ist A" = A. qed

Die Rechtwinkligkeit l&sst sich bekanntermalien projektiv erfassen: die Geraden g und
h schlieRen genau dann einen Rechten Winkel ein, wenn die Fernpunkte von g und h
harmonisch beziiglich des absoluten Punktpaares liegen. Siehe etwa [Sto, S. 112].

Die Kreise Uber zwei Seiten eines Dreiecks
treffen sich im HohenfulRpunkt zur dritten Seite.

definiert werden konnen.

Damit l&sst sich dieselbe Aufgabe auch so formulieren:

A1A2A3A4 sei ein beliebiges nicht-entartetes Viereck. Die Punkte Bi seien die Ful3punkte
der Lote aus Ai auf diejenigen Diagonalen, die nicht durch Ai gehen.

Behauptung: Viereck B1B2B3B4 ist &hnlich dem Viereck A1A2AzAa4.

Bew.:

(Siehe die Zeichnung auf Seite 3). Die Diagonalend; = A /A, = B,B, ,d.= A,A, = BB,
sind nach Konstruktion den beiden Vierecken gemeinsam.

Sei Ej der 4. harmonische Punkt zu Dj bezuglich des absoluten Punktepaares, dann
stehen die Geraden durch E; senkrecht auf di, i = 1, 2, und sie treffen di als Lot durch Az
in B2 und als Lot durch A4 in Ba. Entsprechend erhalt man By und Bs ber Eo.

Es wird nun eine Kollineation k zugrunde mit dem Fixpunkt F = d1-d>, der Ferngerade
als Fixgerade und mit den Zuordnungen Aj — B; furi=1und 2.

Aus A1 — Bi folgt di = AF — BF =d2. Aus A2 — B folgt d1 = AJF — B,F =do.
di und d2 werden also durch k vertauscht und damit auch deren Fernpunkte D1, D».

Es ist nun zu zeigen, dass Ai — Bi also Ki = «(Ai) auch fiir i = 3 und i = 4 richtig ist.

K vertauscht nach (1) auch Ez1 und Ea.

Es gilt Di1A1FAs A D2B1FB3 (Projektion von d; aus E; auf dy).

Dann sind die Doppelverhaltnisse gleich: DV(D1, A1, F, A3) = DV(D», By, F, B3) und
andererseits gilt nach Anwendung von x: DV(D1, A1, F, Az) = DV(D2, By, F, K3). Der
Vergleich ergibt Bs = Ks. Ebenso: B4 = K4. Damit hat man Ai — Bifiri=1 ... 4.
Damit gilt:

DV(As1, As, F, D1) = DV(B4, Bz, F, D2) und DV(A2, As, F, D2) = DV(B2, B4, F, Dy).
Weil D1, D2 Fernpunkte sind, sind die Doppelverhéltnisse auch Teilverhaltnisse:
TV(As, Az, F) = TV(By, B3, F) und ebenso TV(Az, As, F) = TV(Bz, B4, F). Damit sind
die Vierecke A1A2A3A4 und B1B2B3B4 dhnlich zueinander. qed



Interessant ist nun auch das Ergebnis einer

Iteration

Wird die  Konstruktion
iteriert, indem man auf
B1B2B3B4 die gleichen Ope-
rationen ausfiihrt wie oben
auf A1A2AzAs, erhélt man
naturlich wieder ein &hnliches
Viereck C1C2C3Cs, jetzt mit
der Besonderheit, dass es zu
A1A2AzA; parallel ist, aus
einer zentrischen Streckung
aus F hervorgehend. Der
Grund: Die Cj liegen in den-
selben Diagonalen wie die A..
Entsprechende  Doppelver-
haltnisse bleiben erhalten, die
Teilverhéltnisse auch, und
aus deren Gleichheit folgt die
Parallelitat.




Die Gleichheit der Winkel von A1A2A3A4 und C1C2C3C4 folgt auch aus (1): Der Fernpunkt z.B.
von A /A, wird durch k abgebildet auf den von BB, und dieser dann auf denvon C,C, , welcher
mit dem von A A, Ubereinstimmt.

Bemerkenswert ist noch, dass sich beim Ubergang von einem Viereck zum néachsten der
Umlaufsinn umkehrt — aber nur fiir unser euklidisches Bewusstsein; in der topologisch ein-
seitigen projektiven Ebene bleibt dieser Umlaufsinn erhalten.

Dass die Aussage der Behauptung auch flr nicht-konvexe Vierecke und fir tberschlagene Vier-
ecke richtig ist, mogen die folgenden Zeichnungen bekraftigen.

Notizen zur analytischen Behandlung eines Beispiels

(Das Beispiel folgt der Zeichnung von Seite 3).
Der Fixpunkt sei der Bequemlichkeit halber F(1: 0 : 0).
Az(a1) und As(as) mogen in di ... X1 + 2x2 = 0 liegen, Ax(az) und As(as) indz ... X1 —x2 = 0.
etwaA1(1:-8:4),Ax(1:3:3),A3(1:4:-2), A4(1:-4:-4).
Man berechnet dann leicht B1(1: -2 :-2), B2(5:6:-3),B3(1:1:1),Bsa(5:-8:4).

Zum Beispiel: B1 = Schnitt von dz ... und Lot I; von Az auf d2

Lote aufdz ... a'Xo + X1 + X2 = 0. Punktprobe fir A1: 01 -8+4=0=>a=—4

damitly ... —4xo+x1+x2=0 (I)

da ... X1—X2=0 (I

Aus (I) — (IT) ... —4xo +2x2 =0 und aus (I) + (IT) ... —4x0 +2x1 =0

hat man zu Xo = 1: X1 = —2 und x2 = —2 und somit

Bi(1:-2:-2).

Gesucht ist nun die Matrix A der Abbildung mit A-ai = A-bi.
aOO aOl a02

Ansatz A=|a, a, a, |.
a‘20 a21 a22

Wenn F Fixpunkt sein soll, muss gelten A-f = A-f. Daraus folgt sofort aio = az0 = 0.
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Wenn u ... xo = 0 Fixgerade sein soll, muss in A- [vl
V2

8p;Vy T84,V
?

J der Term

ao1.V1 + ao2-V2 = 0 sein fir alle vi und va. Das ist nur méglich fiir ap1 = a2 = 0.

Damit reduziert sich der Ansatz zu A = [0 a,

A1(1:-8:4) — B1(1:—2:-2):

Az(1:4:-2) — Ba(1:1:1) liefert das Gleiche

Ax(1:3:3) — B2(5:6:-3)

As(1:~4:—4) — Ba(5:-8:4)

LA Ba+5h= 2

—4c+2d=-1
5¢+5b=-1

{—4a+2b:—1

I, Iv
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Damit: A=| 0
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|
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cAai=| 0

A=

s Aaz=| 0

Ay Acau=| 0
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o
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whPoe LwFPFoe LbkFoe wko

Probe fir F, D1 und D>:

e

1 0 O [1 0 OJ
a, |oderA={0 a b
0 aZl a‘22 O c d
—8a+4b=-2
—8c+4d=-2
—4a+2b=-1 I
—4c+2d=-1 I
15a+15b= 6
15c +15d =3
—20a—20b=-8
—20c — 20d = 4 (das Gleiche) 5a+5b= 2 Il
5c+5d=-1 v

hat die Losunga= 32,b= L

3

hat die Losungc = :-,d=—3

(projektiv dquivalent; auf einen Faktor ;5 kommt es nicht an).

lf 1Y

10 0 O 0
Adi={0 3 1] -2
0 1 -3 1

(3

10 0 O 0
—-5-d2 D2 Ad=|{0 3 1 |-|1]|=
0 1 -3)1(1



Die 2. Runde:

10 0 O 1 10
Bi:ct=Ab1i=|{0 3 1| |-2|=|-8

0 1 -3) -2 4

10 0 O 5 50 10
B2 c2=Ab2=|{0 3 1 |-|6|=|15|=53

0 1 -3)1\-3 15 3

10 0 O 10
Bs: c3=Abz=|{ 0 3 1 4
0 1 -3 -2
10 O 5 50 10
Bs: ca=Absa=| 0 3 1 | -8|=]-20|=5-|-4
0 1 -3 4 -20 -4

Man sieht: Die Cj gehen durch eine zentrische Streckung mit dem Faktor % mit dem Zentrum
Faus den Ai hervor: ci = - -aifiiri=1... 4.

10 0 O
Die Abbildungsmatrixist| 0 1 0.
0 0 1

Da die Zuordnung Ai — C; die zweifache Anwendung der durch die Matrix A vermittelten
Abbildung ist, kann man die Matrix dieser Abbildung auch direkt zu berechnen zu

10 0 O
A-A=10-| 0 1 O]
0 01
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