Aufbau und Struktur der ebenen harmonischen
13er-Figur*

Abbildung 1: 13er-Figur

*Peter Baum, aktuelle korrigierte Fassung vom 14.03.2022, p.baum@posteo.de



1 Bezeichnungen

Gegeben sind in einer projektiven Ebene vier
Punkte P;, P, P3, P4 in allgemeiner Lage, d.h.
keine drei der vier Punkte liegen zusammen auf
einer Geraden.

Dann gibt es die 6 Verbindungsgeraden g;, = P; Py,
i<k, i,ke{l,2,3,4}.

Die gegeniiber liegenden Seiten dieses Sechsseits g;i
treffen sich jeweils in den Ecken eines Dreiecks, dem
Nebendreieck des Vierecks P;:

Q1 = 914923 Q2 = 924913 Q3 = g34912.
Das Nebendreieck hat die Seiten
g1 = Q203 q2= Q103 gq3=Q1Q2.

Auf jeder Nebenseite liegen zwei weitere
Schnittpunkte mit den Geraden g;i:

® ¢1914 = G2z und 1923 = Ga
® ¢2924 = G13 und q2g13 = G4

® ¢3934 = G112 und 3912 = Ga4.

Je drei dieser 6 Punkte liegen auf einer Geraden:
p1 = G12G13G 14
p2 = G12G23G24
p3 = G13G23G34
pa = G14G21G34

Gegeben sind in einer projektiven Ebene vier
Geraden p1, pa, ps3, p4 in allgemeiner Lage, d.h.
keine drei der vier Geraden treffen sich alle in
einem Punkt.

Dann gibt es die 6 Schnittpunkte G, = pipg, @ < k,
ik e {1,2,3,4).

Die gegeniiber liegenden Ecken dieses Sechsecks Gy
liegen jeweils auf den Seiten eines Dreiseits, dem
Nebendreiseit des Vierseits p;:

g1 = G14Ga3 g2 = G2uG13 g3 = G34G1a.
Das Nebendreiseit hat die Ecken
Q1=qqp Q2=qq Q3=qq.

Durch jede Nebenecke gehen zwei weitere
Verbindungsgeraden der Punkte Gjj:

o Q1G4 = go3 und Q1G23 = g14
o QoG24 = g13 und Q2G13 = go4
o (3G34 = gi2 und Q3G12 = ¢34

Je drei dieser 6 Geraden gehen durch einen Punkt:
P = g12913914
Py = 912923924
P3 = g13923934
Py = g14924934

Die letzte liberraschende Tatsache folgt aus dem Satz des Desargues: Jeder Punkt P; ist das Zentrum
einer Desargues-Figur mit den beiden zentrierten Dreiecken @y und Py, k # i und der Achse p;.

Die Bezeichnung durch die Indizes hat den Vorteil, dass sie ,dualisierbar” ist, wie man an den beiden
Spalten sieht. Denn in der Tat ergibt sich in beiden Spalten P;P. = g;; und p;pr. = Gi.

Die so entstandene Figur enthélt 13 Punkte und 13 Geraden, wobei vier Punkte einer Geraden und vier
Geraden eines Punktes stets harmonische Lage haben. Man nennt sie daher 13er-Figur oder harmonische

Grundfigur (HGF).

Fiir den folgenden Text ist es zweckméfig, sich diese Bezeichnungen und ihre Systematik zu merken,
insbesondere die Unterscheidung der vier P-Punkte von den drei Q-Punkten und den sechs G-Punkten,
ebenso die Unterscheidung der sechs g-Geraden von den drei q-Geraden und den vier p-Geraden.

Zur Systematik der Bezeichnungen: es inzidieren immer

Q3 mit g34 und g0
q3 mit G34 und Gia

Q2 mit gog4 und g13
q2 mit Go4 und Gi3

Q1 mit g4 und g3
q1 mit G4 und Gog

P; mit den drei g-Geraden, welche die Ziffer i
enthalten,

p; mit den drei G-Punkten, welche die Ziffer i
enthalten.



2 Struktur der HGF

1. Durch jeden der vier Punkte P; gehen genau 3 1. Auf jeder der vier Geraden p; liegen genau 3
der 13 Geraden. der 13 Punkte.

2. Sowohl durch die 3 Ecken @Q; des 2. Sowohl auf den 3 Seiten ¢; des Nebendreiseits
Nebendreiecks als auch durch die 6 Punkte als auch auf den 6 Geraden g;; liegen jeweils
G gehen jeweils genau 4 der 13 Geraden. genau 4 der 13 Punkte. Diese vier Punkte
Diese vier Geraden haben jeweils harmonische haben jeweils harmonische Lage.

Lage.

3. Auf jeder der 6 Geraden g;; liegt genau einer 3. Durch jeden der 6 Punkte G geht genau eine
der 6 Punkte G, und zwar inzidieren der 6 Geraden g, und zwar inzidieren
g12 mit G34 und gz4 mit Gya, G12 mit g34 und G34 mit g9,
g13 mit G4 und goq mit Gis, G13 mit goq und Gy mit g13,
g14 mit G23 und g23 mit G14. G114 mit g23 und G23 mit gi4.

4. Das vollstandige Viereck P; hat dasselbe 4. Das vollsténdige Vierseit p; hat dasselbe
Nebendreieck wie das vollstindige Vierseit p;. Nebendreiseit wie das vollstéandige Viereck P;.

5. Zu jedem der drei Paare (Q;q;) gibt es ein 5. Zu jedem der drei Paare (¢;Q;) gibt es ein
Viereck ij in allgemeiner Lage mit einem Vierseit ik in allgemeiner Lage mit einem
inzidierenden Vierseit g;; und einem inzidierenden Viereck Gj; und einem
gemejngamen Nebendreick. gemeinsamen Nebendreiseit.

Im Einzelnen ergibt sich aus 5. folgendes:

e Auf ¢y liegen die Punkte G14 und Gog. Das Viereck G12G24G13G34 aus den restlichen G-Punkten
hat dann allgemeine Lage und mit dem inzidierenden Vierseit gs34g24913912 das gemeinsame Neben-
dreieck (Q1G14G23 mit dem Nebendreiseit ¢1g23g14-

o Auf ¢y liegen die Punkte Go4 und Gis. Das Viereck G19G23G34G14 aus den restlichen G-Punkten
hat dann allgemeine Lage und mit dem inzidierenden Vierseit g34g23914912 das gemeinsame Neben-
dreieck Q2G24G13 mit dem Nebendreiseit gagi3gos.

o Auf g3 liegen die Punkte G34 und Gio. Das Viereck G13G23G14Go4 aus den restlichen G-Punkten
hat dann allgemeine Lage und mit dem inzidierenden Vierseit g24923914913 das gemeinsame Neben-
dreieck (Q3G34G12 mit dem Nebendreiseit g3g12934.

Ferner gilt (siche Abb. 2):

Satz 1. Zu jedem dieser drei Vierecke gibt es genau einen Kegelschnitt, der durch die 4 Ecken geht und
die 4 Seiten des zugehdrigen Vierseits berihrt.

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir das Viereck G120G13G24G34 zu fihren, fiir die anderen beiden Vierecke
geht er analog.!

Durch die vier Punkte G19G13G24G34 ist ein Biischel von Kegelschnitten bestimmt. Genau ein Kegel-
schnitt k dieses Biischels hat die durch G5 gehende Gerade g34 zur Tangente. Nun ist zu zeigen, dass
auch die mit G13, Go4, GG34 der Reihe nach inzidierenden Geraden go4, g13 und g2 Tangenten von k sind.
Es geniigt, den Beweis fiir go4 zu fiihren, fiir die Geraden g3 und gio geht der Beweis dann analog zu
g24.

Falls sechs Punkte 123456 auf einem Kegelschnitt liegen, liegen die drei Schnittpunkte (12) (45), (23) (56),
(34) (61) nach dem Satz von Pascal auf einer Geraden (Pascal-Gerade). Fallen die beiden Punkte 1 und 2

!Beweis nach Alexander Stolzenburg: Die harmonische 13er-Figur.
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Abbildung 2: Ellipse und Hyperbeln

zusammen, so ist die Gerade (12) die Tangente von k mit dem Bertihrpunkt 1 = 2. Wir setzen G2 = 1 = 6,
Gi13 =3 =4, Gay = 2, G354 = 5. Dann sind die Geraden (34) und (61) = (G12G12) = g34 Tangenten von
k und es ist zu zeigen, dass die Tangente (34) = (G13G13) mit der Geraden go4 identisch ist.

Wegen

(12) (45) = (G12G24) (G13G34) = paps = Ga3
(23) (56) = (G24G13) (G34G12) = 293 = Q1

ist Q1Gog = g14 die Pascal-Gerade, die von der Tangente g34 im Punkt P, getroffen wird. Da nun aber
auch der Punkt (34) (61) auf g4 liegt und wegen (61) = (G12G12) = gs4 auch auf g4, ist (34) (61) = Py
und somit ist die Tangente (34) = (G13P) = g4, qed. O

In Abb. 2 handelt es sich bei den drei Kegelschnitten um eine Ellipse und zwei Hyperbeln. Wir wollen
nun untersuchen, welche Arten von Kegelschnitten in einer HGF vorkommen kénnen. Zunéchst stellen
wir fest, dass die Vierecke in Satz 1 auch Parabeln erzeugen kénnen. Denn es gilt der

Satz 2. FEs sei k ein nicht ausgearteter Kegelschnitt. Dann gibt es beliebig viele HGF |, so dass vier
G-Punkte auf k liegen und ihre g-Geraden Tangenten von k sind. Die restlichen beiden G-Punkte sind
dufere Punkte des Kegelschnitts.

Beuweis. (siehe Abb. 3, oder Abb. 2 mit der blauen Hyperbel fiir k). Man konstruiert eine HGF folgender-
mafsen: Es sei ()1 ein beliebiger duferer Punkt von k und ¢; seine Polare. Es sei (Q2 ein beliebiger duferer

Punkt von k, der auf ¢; liegt, und g» seine Polare. Es sei q1qg2 = @3, dann ist g3 = Q1Q2 die Polare von
Q@3 und Q1Q2Q3 ist ein Polardreieck von k (siehe auch Satz 8).



Nun wird k von ¢; in den Punkten G14 und Go3 und von g2 in den Punkten Go4 und (G13 geschnitten.
Die Tangenten go3 und g14 von G14 und Gag treffen sich in @1 und die Tangenten g3 und go4 von Goy
und G135 treffen sich in Q2. Sie liefern die Schnittpunkte

913914 = P1 923924 = P> 913923 = P3 914924 = P4

Dass dann die Geraden g1o = P P> und g34 = P3P, durch Q3 gehen, folgt aus dem Satz von Brianchon.
Somit ist Q1Q2Q3 das Nebendreieck des Vierecks P;. Mit G12 = g34q3 und Gs4 = g12¢3 und den Geraden

p1 = G12G13G14 p2 = G12G23G24 p3 = G13G23G34 P4 = G14G21G3y

ist die HGF vollstédndig konstruiert. O

Abbildung 3: HGF Konstruktion

Bemerkung 1. Jeder nicht entartete Kegelschnitt zerlegt die Ebene in ein inneres und ein dufleres Punkt-
gebiet. Durch jeden aduferen Punkt gehen zwei Tangenten, und durch die inneren Punkte geht keine
Tangente.

Kann man den Vierecken aus Satz 1 ansehen, welchen Kegelschnitt sie erzeugen? Das ist in der Tat
moglich. Bekanntlich wird durch 4 Punkte in allgemeiner Lage ein Kegelschnittsbiischel definiert, und
diese 4 Punkte haben entweder Viereckslage oder Dreieckslage.? Es gilt

Satz 3. Haben vier eigentliche Punkte Dreieckslage, so enthdlt das durch sie bestimmte Kegelschnittsbi-
schel ausschlieflich Hyperbeln und drei Paare von Doppelgeraden.

Beweis. Es sei ABC ein Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ in iiblicher Bezeichnung und D ein vierter Punkt
im Inneren des Dreiecks mit AD = a’ und BD =V’ (siche Abb. 4). Jede Gerade g zerlegt das Punktfeld
einer Ebene in zwei Punktgebiete (Halbebenen), und es sei Hy (P) diejenige Halbebene von g, in der der
Punkt P liegt. Dann ist offenbar H. (D) = H. (C) und D liegt genau dann im Inneren von ABC, wenn C
weder in derselben Halbebene von b’ wie A noch in derselben Halbebene von a’ wie B liegt.

Es sei nun k eine Ellipse oder Parabel, die durch die drei Punkte ABD geht, und t die Tangente an k in
D. Dann liegen alle Punkte P von k in derselben Halbebene von t, d.h. es ist Hy (P) = H; (A) = H; (B)
fiir alle Punkt P von k (sieche Abb. 4).

Zsiehe Stolzenburg: Projektive Geometrie S. 36



Abbildung 4: Dreieckslage von ABCD

Diese Halbebene von t setzt sich aus zwei Gebieten zusammen:
Hy (A) = {H¢ (A)N Hy (A)} U{H; (B) N Hy (B)}

Da nun C weder in Hy (A) noch in Hy (B) liegen kann (s.o., andernfalls wire ABCD kein Viereck
in Dreieckslage), kann C auch nicht in H; (A) liegen, d.h. C ist kein Punkt von k. Somit enthélt ein
Kegelschnittbiischel eines Vierecks in Dreieckslage keine Ellipse und keine Parabel, sondern lediglich
Hyperbeln und drei Paare von Doppelgeraden

(AB) (DC) (BC)(DA) (CA) (DB)
qed. O
Die drei Vierecke unterscheiden sich folgendermafsen:

Satz 4. Die nach Satz 1 in eimer HGF auftretenden Vierecke aus den Punkten Gj, haben folgende
Eigenschaften:

o cin Viereck (Vi) hat Viereckslage und enthdlt im Inneren keinen der Viereckspunkte P;. Daher
verlaufen die vier Tangenten aufSerhalb des Vierecks, sein Kegelschnitt ist also entweder eine Ellipse
oder eine Parabel.

o cin Viereck (Vi) hat Viereckslage und enthdlt im Inneren zwei Viereckspunkte P; und Py. Sein
Kegelschnitt ist also eine Hyperbel.

e cin Viereck (V3) hat Dreieckslage, sein Kegelschnitt ist nach Satz 3 also eine Hyperbel.

Beweis. Die Begriindung ergibt sich aus dem Aufbau der HGF, wenn wir von den vier Geraden p;
ausgehen:

p1 und po und pg liefern die drei Schnittpunkte G192, G13 und Gag. Die vierte Gerade py wird nun durch
G114 auf der Geraden p; und Gs4 auf der Geraden ps bestimmt. Dabei gibt es 4 Moglichkeiten:

1. Gi4 liegt innerhalb der Strecke G12G13 und Gsy liegt innerhalb der Strecke G13Ga3

2. G4 liegt innerhalb der Strecke G12G13 und G4 liegt auferhalb der Strecke G13Ga3

3. G4 liegt auBerhalb der Strecke G12G13 und G3y liegt innerhalb der Strecke G13Ga3

4. G1y liegt auBerhalb der Strecke G12G13 und G3y4 liegt aukerhalb der Strecke G13Ga3
Der 4. Fall ist in Abb. 1 realisiert. Dort ist

Vi = G12G23G34G14 Vo = G13G23G14G24 V3 = G12G24G13G34



Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Behauptung auch in den ersten drei Fallen zutrifft.
qed. O

Wir untersuchen nun diejenigen besonderen Fiille, in denen eine der 13 Geraden der HGF die Ferngerade
ist.

Abbildung 5: Eine Nebenseite ist Ferngerade

Satz 5. Ist eine der 3 Nebenseiten q; die Ferngerade, so handelt es sich bei den drei Kegelschnitten um
eine Ellipse und zwei Hyperbeln (Abb. 5).

Beweis. Es sei ¢ die Ferngerade. Dann sind die Punkte QQ2, Q3, G14 und Go3 Fernpunkte und das Viereck
Py, P», P3, Py ist ein Parallelogramm, dessen Seiten Tangenten einer Ellipse sind mit den Beriihrpunkten
G129, G34, G13 und Gaq . Die beiden Geraden ¢ und ¢3 sind Asymptoten zweier Hyperbeln mit den
Fernpunkten G14 und Gogs. O

Satz 6. Ist eine der 6 Geraden g;. die Ferngerade, so ist der mit ihr inzidierende Punkt G, ein
Fernpunkt und bei den Kegelschnitten handelt es sich um zwei Parabeln und eine Hyperbel (siehe Abb. 6).

Beweis. Es sei gio die Ferngerade. Dann ist G34 ein Fernpunkt. Der Kegelschnitt, der durch die vier
Punkte G12G13G24G34 geht, hat dann die Ferngerade als Tangente und ist daher eine Parabel. Dasselbe
gilt fiir den Kegelschnitt, der durch die vier Punkte G10G14G23G34 geht. Die vier Punkte G13G14G23Go4
bilden ein Parallelogramm, daher kann der durch sie gehende Kegelschnitt keine Parabel sein. Fiir jede
durch die vier Punkte gehende Ellipse sind die beiden Tangentenschnittpunkte P3 und P, innere Punkte,
im Widerspruch zur Bemerkung 1, daher kann der durch G13G14G23G24 gehende Kegelschnitt nur eine
Hyperbel sein. O



Abbildung 6: Parabeln und Hyperbel

Satz 7. Ist eine der vier Geraden p; die Ferngerade, so enthdlt jedes der drei Vierecke zwei Fernpunkte
und die drei Kegelschnitte sind Hyperbeln (siehe Abb. 7).

Satz 8. Fiir jeden der 3 Kegelschnitte ist die Polare eines der 13 Punkte eine der 13 Geraden der
harmonischen 13er-Figur. Dabei ist stets das Nebendreieck Q1Q2Q3 ein Polarendreieck, des jeweiligen
Kegelschnitts, und q; ist die Polare von Q; fiir jeden der 3 Kegelschnitte.

Beweis. Es gentigt, den Beweis fiir das Viereck G19G24G13G34 zu flihren, da man jedes der drei Vierecke

so bezeichnen konnte.

Offenbar sind die zugehorigen Tangenten gsq, 913, go4, gio die Polaren dieser Ecken. Dann ist aber nach

dem Hauptsatz der Polarentheorie auch
® gi12g13 = P der Pol von G34G24 = p4
® g12g24 = P> der Pol von G34G13 = p3
® g13g934 = P3 der Pol von Go4G12 = p2
® 24934 = P4 der Pol von G13G12 = p1
e Ga3 = paps der Pol von P3P = ga3
e G4 = p1p4 der Pol von PyP| = g14
e (1 = g14g23 der Pol von G14Ga3 = q1
e (D2 = g24g13 der Pol von G13G24 = 2
e (Y3 = g34g12 der Pol von G12G34 = ¢3
qed.

O

Fiir die anderen beiden Vierecke aus Punkten G ergeben sich entsprechend folgende Paare (Pol,Polare)

in Bezug auf den jeweiligen zugehorigen Kegelschnitt:

Viereck G12G14G23G34 mit

Vierseit g34923914912:

(G12,934), (G14,923), (Ga3, g14), (G34, 912)
(P1,p3). (P2ypa), (Ps,p1), (Pasp2)

(G13, 13), (G24, g24)

(Q1,q1), (Q2,¢2), (Q3,q3)

Viereck G13G14G23G24 mit

Vierseit go4923914913:

(G13,924), (G14,923), (G23,914), (G24,913)
(P1,p2), (P2yp1), (Ps,pa), (Pu,p3)
(G12,912), (G34,934)

(Q1,q1), (Q2,q2), (Q3,43)



Abbildung 7: Hyperbeln

Bemerkung 2. Um zu kléren, welche Tripel von Kegelschnitten geméft Satz 1 {iberhaupt moglich sind,
kann man auch folgendermafen argumentieren. Wir stellen zunédchst fest: Von den drei Vierecken

G12G13G24G34 G12G14G23G34 G13G14G23G24

einer HGF haben offenbar je zwei von ihnen genau 2 Punkte mit ihren Tangenten gemeinsam. Daraus
folgt, dass sich je zwei der drei Kegelschnitte in genau zwei Punkten beriihren miissen. Fiir welche
Kegelschnitte ist dies moglich?

Zwei verschiedene Parabeln konnen sich nur dann in zwei Punkten beriihren, wenn einer davon der
gemeinsame Fernpunkt ist (wie in Abb. 6). Denn andernfalls ist eine Parabel durch zwei Punkte P und
Q mit ihren beiden Tangenten p und q eindeutig bestimmt. Ist ndmlich T' = pg und M der Mittelpunkt
von PQ, so ist der Mittelpunkt R von TM ein fiinfter Parabelpunkt, da P und Q doppelt zihlen.

Beriihren sich zwei Ellipsen in zwei Punkten, so liegt die eine ganz im Inneren der anderen. Ist g12913924934
das Tangentenvierseit der adufseren Ellipse, so sind Gz und G14 dufere Punkte der duferen Ellipse (nach
Bemerkung 1), konnen also nicht auf der inneren Ellipse liegen. Daher kann eine HGF keine zwei Ellipsen
enthalten.

Beriihrt eine Ellipse eine Parabel in zwei Punkten, so liegt sie ganz im Inneren der Parabel. Ist g12913924934
das Tangentenvierseit der Parabel, so sind nach Bemerkung 1 Go3 und G14 dufere Punkte der Parabel,
konnen also nicht auf der Ellipse liegen. Daher kann eine HGF keine Parabel und eine Ellipse enthalten.
Somit sind nur folgende Tripel von Kegelschnitten in einer HGF moglich:

drei Hyperbeln,

eine Ellipse und zwei Hyperbeln,

eine Parabel und zwei Hyperbeln,

zwei Parabeln und eine Hyperbel.

3 Aufbau einer HGF

Im Abschnitt 1 wurde die HGF einerseits durch vier Punkte P; und andererseits dual dazu durch vier
Geraden erzeugt. Es gibt noch viele andere Moglichkeiten, aus den 26 Elementen der HGF einige aus-
zuwéhlen, die dann alle anderen nach sich ziehen. Zu jeder Auswahl gibt es dann — wie im Abschnitt 1



— eine zu ihr duale Auswahl. Eine vollstdndige Liste wére sicher ziemlich umfangreich. Hier seien daher
nur einige notiert. Die Konstruktion sei dem Leser iiberlassen. Man beachte, dass man den vierten har-
monischen Punkt (oder die vierte harmonische Gerade) konstruieren kann, wenn drei Punkte auf einer
Geraden (oder drei Gerade durch einen Punkt) bekannt sind.

Q1, Q2, Q3, b a1, G2, 43, Pi

Q1, Q2, Q3, p; q1, 92, g3, B

Py, Py, Ps, ps p1, P2, P3, Pa
G12, G23, G34, G4 9125 923, 934, 914

4 Desargues-Figuren

Wieviele Desargues-Figuren sind in einer HGF vorhanden?

Will man die HGF auf eine Desargues-Figur reduzieren, muss man drei Punkte und drei Geraden entfer-
nen. Unter den dann verbleibenden 10 Punkten muss also mindestens einer der vier Punkte P; existieren.
Um alle moglichen Desargues-Figuren zu finden geniigt es also, alle Figuren mit P; = Z als Zentrum,
i =1,2,3,4 aufzulisten.

Abbildung 8: HGF

4.1 P4 ist Zentrum

In der Abb. 8 erkennt man. dass mit P, = Z folgende 9 Dreiecke verbunden sind, von denen jeweils zwei
durch P; zentriert werden konnen (unter jedem Punkt steht jeweils die gegeniiberliegende Seite):

1 | 2 | 3 | 4 | 5 [ 6 [ 7 | 8 | 9

|

923913912 4149243 p1D2P3 41912913 | 91292923 | 91392343 P143q2 q3pP291 q291P3

PiPP; | Q1Q2Q3 | Ga3Gi3Gra | P1Q2Q3 | Q1Q3 | Q1Q2P3 | Q1G13G12 | G23Q2G12 | G23G13Q3

Je zwei dieser 9 Dreiecke liefern mit dem Zentrum P, nur dann eine Desargues-Figur mit 10 Punkten
und 10 Geraden, wenn sie keinen gemeinsamen Punkt enthalten. Z.B. enthélt das Dreieckspaar 14 den

2
vierundzwanzig Paare einen gemeinsamen Punkt:

gemeinsamen Punkt P;. Von den ( ) > = 36 moglichen Dreiecks-Paaren ik enthalten die folgenden

10



14, 15, 16, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 37, 38, 39, 45, 46, 48, 49, 56, 57, 59, 67, 68, 78, 79, 89.

Somit verbleiben die zwolf moglichen Paare 12, 13, 17, 18, 19, 23, 34, 35, 36, 47, 58, 69. Die drei Paare
34, 35, 36 kommen ebenfalls nicht in Betracht, da die Schnittpunkte p2gi2, p1g12, p1g13 nicht der HGF
angehoren. Somit bleiben nur 9 Desargues-Figuren mit Py = Z als Zentrum iibrig. Die zu entfernenden
drei Punkte und Geraden sind in den letzten beiden Zeilen der Tabelle aufgefiihrt. Die untereinander
stehenden Punkte der beiden Dreiecke entsprechen sich jeweils, liegen also auf einer durch P, gehenden

Geraden.
Nr. 1 2 3 4
Paare: 12 13 17 18
Dreieck 1: P1P2P3 P1P2P3 P1P2P3 P1P2P3
Dreieck 2: 10Q2Q3 G23G13G12 Q1G13G12 G23Q2G12
Achse z: | G14G24G34 = py | G14G24G34 = ps | G14Q2Q3 = q1 | Q1G24Q3 = ¢2
Entfernt: G12G13G23 10Q2Q3 G23G24G34 G13G14G34
Entfernt: P1P2D3 q1G293 P1P2D3 P1P3P4
Nr. 5 6 7 8 9
Paare: 19 23 47 58 69
Dreieck 1: PP Ps Q10203 P1Q2Q3 Q1 P2Q3 Q1Q2P3
Dreieck 2: G23G13Q3 G23G13G12 Q1G13G12 G23Q2G12 G23G13Q)3
Achse z: | Q1Q2G34 = q3 | G14G24G34 = ps | G14G34G2s = py | G34G24G1a = py | G24G14G34 = py
Entfernt: G12G14Go4 P PPy Py P3Gos P P3G1s P P,G1g
Entfernt: DP1P2P4 912913923 D2P3923 DP1P3913 P1P29g12

4.2 P, ist Zentrum

Da die 4 Punkte P; untereinander vollig gleichwertig sind, gibt es auch 9 Desargues-Figuren mit P, = Z
als Zentrum. Das sind zunéchst die obigen 6 Figuren Nr. 1, 2, 3, 4, 5, 7, in denen P; und P, enthalten
sind, in denen man ja auch insbesondere P; als Zentrum wéahlen kann. Zu diesen 6 Figuren kommen also
noch 3 Figuren mit P; = Z hinzu, in denen Py fehlt. Geméfs der Struktur der drei Figuren Nr. 6, 8 und
9 im vorigen Abschnitt miissen es folgende neue Figuren sein:

Nr. 10 11 12
Dreieck 1: (1Q2Q3 PrQ1Q2 P3Q1Qs3
Dreieck 2: G23G24G34 Q3G23G24 Q2G23G 34

Achse z: | G14G13G12 = p1 | G12G13G14 = p1 | G13G12G14 = p1
Entfernt: P2P3P4 P3P4G34 P2P4G24
Entfernt: 923924934 P3P4934 P2P1g24

4.3 P, ist Zentrum

Analoge Uberlegungen wie im vorigen Abschnitt fithren zu folgenden beiden neuen Desargues-Figuren

mit P2 = Z:

Nr. 13 14
Dreieck 1: Q1Q2Q3 P3Q2Q3
Dreieck 2: G14G13G3y Q1G13G34

Achse z: G23G24G12 = P2 G23G12G24 = P2
Entfernt: P1P3P4 P1P4G14
Entfernt: 913914934 P1P4914
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4.4 Pj3 ist Zentrum

Da in 8 von den bisher ermittelten 14 Desargues-Figuren der Punkt P; enthalten ist und somit auch als
Zentrum auftreten kann, gibt es nur noch eine neue Desargues-Figur mit Ps als Zentrum, némlich

Nr. 15
Dreieck 1: Q1Q2Q3
Dreieck 2: G14G24G1o

Achse z: G93G13G34 = p3
Fehl-Punkte P PPy
Fehl-Geraden 912914924

Damit haben wir bewiesen:

Satz 9. Eine HGF enthdlt 15 verschiedene Desargues-Figuren.

5 Polaritdten der Desargues-Figuren

Bekanntlich definiert jede Desargues-Figur eine Polaritdt in der Ebene. Um diese zu erkennen, hat sich
folgende Bezeichnung bewéhrt: Es seien A; und B; jeweils fiir ¢ = 1,2, 3 die beiden durch das Zentrum
Z mit den Strahlen ¢; = ZA;B; zugeordneten Dreiecke. Die Seiten von A; seien a;, die von B; seien b;
in {iblicher Reihenfolge. Weiterhin seien C; = a;b; die Punkte auf der Achse z. Dann ist die Polaritét als
eine involutorische Korrelation der Ebene folgendermafen definiert:

Polare: | z | b; | a; | ¢
flir unendlich viele andere Punkte, die alle auf einem die Polaritdt erzeugenden Kegelschnitt liegen, der
Fall, und man nennt die Polaritdt hyperbolisch. Gibt es in der ganzen Ebene kein inzidierendes Pol-Polare
Paar, heifit die Polaritét elliptisch.

Um bei den 15 Desargues-Figuren die Pol-Polare Beziehung leichter zu erkennen, stellen wir die Pol-
Polaren Paare in Tabelle 1 zusammen:

. Inzidiert irgend ein Punkt der Ebene mit seiner Polaren, so ist dies noch

| Ne || 22 || Asby [ Asky [ Ashs || Biar | Beaz | Bsas || i | Caer | Gaes || Es fehlen:
1 Pyps || Piqn | P2q2 | P3gs3 Qig23 | Q2013 | Q3912 Gi1ag14 | G2ag24 | G3agsa || G12G13Gas P1P2P3
2 Pypsa || Pip1 | Pep2 | Psps || Gasges | Gizgis | Gi2g12 || Giagia | Gaagoa | G3agsa Q1Q2Q3 919293
3 Piqr || Pip1 | Pe2gs | Page Q1923 | Gizgiz | Gizgi2 || Giagia | Q2924 | Qsgsa G23G24G3a P1P2P3
4 Pyqa || Pigzs | Pep2 | P3q1 || Ga2sges | Q2913 | Gi2g12 Q1914 | G2ag24 | Qsgsa G13G14G3a P1P3P4
5 Pyqs3 Piga | P2q1 | Psps Ga3g23 | Giszgiz | Qsgi2 Q1914 Q2924 | G34931 || G12G14G24 P1P2P4
6 Paps || Qip1 | Q2p2 | Q3ps Gasq G13g2 G123 G1ag1a | G2ag24 | G3zagsa P PP 912913923
7 Pyps || Pipr | Q2g3 | Q3q2 Qiq1 | Gizgiz | Gi2g13 || Giag1a | Gsagaa | G2ag3a P2 P3Gag 923P2P3
8 Pyps || Qigs | Pap2 | Q3q1 || Gasgiz | Q2q2 | Gi2g23 || G3agia | G2ag2a | Giagsa P P3Gh3 P1P3913
9 Pyps || Qg2 | Q2q1 | P3ps || Gasgiz | Gisges | Q34q3 G2ag14 | Girag2a | G3a934 P PG P1P2912
10 || Pip1 || Qipa | Q2p2 | Q3p3 Gasq G2aq2 | G3ags Giagia | Gizgis | Gi2g12 Py P3Py 923924934
11 Pip1 || Pap2 | Qig2 | Qaq1 Q393 | G23gaa | Gaag2s || Gisgiz | Gizg1a | Giagis P3PyG3q P3P4g34
12 Pip1 || Psps | Qigs | Qzq1 Q292 | Ga3gsa | Gsages || Gizgis | Giz2g14 | Giagiz Py PGy P2p4gaa
13 || Pep2 || Qips | Q2pa | Q3p1 Giaq G13g2 G343 Ga3g2s | G2ag24 | Gi2g12 Py P3Py 913914934
14 Paps P3ps | Q293 | Q392 Qiq1 G13g34 | Gsag13 || Gasges | Gi2gea | G2ag12 Py PyG1g P1P4gi4
15 Psps || Qip2 | Q2p1 | Q3pa Giaq1 G242 G123 Gazgas | Gi3giz | G34g34 PPy Py 912914924

Tabelle 1: Pol-Polare

In 14 Figuren gibt es Pol-Polare Paare, die miteinander inzidieren, wie man an Abb. 8 sieht. Die Inzidenzen
sind in Tabelle 2 notiert.
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1 | 3 [ 4 ] 5 [ 6 | 7 [8 ]9 1 |11[12]13]14]15 |

Q1923 | Q1923 | Q2913 | Q3912 | Gasqr | Q2¢3 | Q13 | Qiq2 | Gasqr | Qiq2 | Q1g3 | Guaqr | Q2q3 | Guaqu

Q2913 | Q2924 | Q1914 | Q1914 | G13q2 | Q3q2 | Q3q1 | Q2q1 | Gaage | Q21 | Q3q1 | Gi3q2 | Q392 | G24g2

Q3912 | Q3934 | Q3931 | Q2924 | G12g3 G34q3 G343 G343

Tabelle 2: Inzidenzen

Die durch diese Desargues-Figuren gestifteten Polaritdten sind also alle hyperbolisch. Ihre Kegelschnitte
sind schon durch zwei Punkte mit ihren Tangenten und einem dritten Punkt oder einer dritten Tangente
eindeutig bestimmt. Dies ist der Fall bei den Figuren 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 13, 15 (siche Tabelle 2). Die
punktweise Konstruktion der Kegelschnitte gelingt durch Strahlenbiischel in den Beriihrpunkten und dem
Tangentenschnittpunkt, sowie durch die zwei Sekanten, die den dritten Punkt mit den Beriihrpunkten
verbinden.?

Sind nur zwei Punkte mit ihren Tangenten gegeben (Figuren 7, 8, 9, 11, 12, 14), kann der Kegelschnitt
noch durch ein weiteres Pol-Polare Paar (aus Tabelle 1) festgelegt werden. Wie man ihn dann konstruie-
ren kann, ist ein interessantes Problem.

Um zu entscheiden, ob die durch Figur 2 definierte Polaritdt hyperbolisch oder elliptisch ist, wenden wir
ein Verfahren von COXETER an.* Wir betrachten das Dreieck aus den Punkten Py, G14 und dem nicht
zur HGF gehorenden Schnittpunkt psgi4 = 5, es ist selbstpolar. Die Gerade ps verlauft ganz aufierhalb
dieses Polardreiecks, der Pol P3 von p3 liegt aber innerhalb des Polardreiecks, also ist die Polaritét dieser
Desargues-Figur elliptisch.

Bemerkung 3. Mit jeder HGF sind nach Satz 1 drei Kegelschnitte verbunden. Jeder dieser Kegelschnitte
definiert eine Polaritdt in der Ebene und damit auch in der HGF mit der Eigenschaft, dass die Polare
eines der 13 Punkte der HGF auch eine der 13 Geraden der HGF ist (Satz 8). Vierzehn in der HGF
enthaltene Desargues-Figuren definieren ebenfalls eine hyberbolische Polaritdt und damit jeweils einen
Kegelschnitt. Aber nur bei den Figuren 2, 7, 8, 9, 11, 12, 14 sind die Polaren der fehlenden drei Punkte
auch die fehlenden drei Geraden (siehe die letzten beiden Spalten der Tabelle 1).

Bemerkung 4. Es fallt auf, dass bei 14 Desarges-Figuren einer HGF immer alle Punkte @); und Geraden
¢; des Nebendreiecks enthalten sind, withrend die Figur Nr. 2 keines dieser Elemente enthilt.® In der Tat
nimmt das Nebendreieck ); mit den Seiten ¢; eine zentrale Stellung in der HGF ein und die @); und g;
sind die einzigen der 13 Punkte und Geraden mit folgender Eigenschaft:

Jeder Punkt @Q); ist Trager von vier Geraden Jede Gerade ¢; ist Tréger von vier Punkten
der HGF, die ihrerseits alle Trager von vier der HGF, die ihrerseits alle Tréger von vier
Punkten sind. Geraden sind.

3siehe z.B. Baum: Projektive Erzeugung der Kegelschnitte, in Mathematikthemen fiir die 11. Klasse, Kassel 2019
4H.S.M. Coxeter: Reelle projektive Geometrie der Ebene, Miinchen 1955, S. 73
SHinweis von Alexander Stolzenburg
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