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Die harmonische 13er-Figur

Die harmonische 13er-Figur besteht aus einem vollstandigen Vierseit und einem vollstdndigen
Viereck mit einem gemeinsamen Nebendreiseit. Sie besteht somit aus

einem vollstandigen Vierseit mit 4 Seiten und 6 Ecken,

einem vollstdndigen Viereck mit 6 Seiten und 4 Ecken,

einem gemeinsamen Nebendreiseit/-dreieck mit 3 Seiten und 3 Ecken,
also insgesamt 13 Punkten und 13 Geraden, woher sie auch ihren Namen hat. Oft heil3t sie auch
,harmonische Fundamentalstruktur* oder ,,harmonische Grundfigur* o.4.

Zur Konstruktion beginnen wir mit  Vierseltzssite  ——

. T . . —ecke o] .
einem vollstdndigen Vierseit und  vicreck—ccke  ® FCr
ermitteln dann ein vollstandiges Viereck ~sette -7 :

i .. . Nebenseite ...--="""
mit demselben Nebendreiseit. ES seien  nebenecke -

182 b1b, die vier Seiten und A = a; - a,
B = b1 - b2 und weiter Cik = ai- bk (i, k=
1, 2) die sechs Ecken. Die Nebenseiten
sind dannp = C,,C,,, g = C,,C,, und
r = AB und die Nebenecken P = q - r,
Q=p-,R=p-q.

Das vollstandige Vierseit ist fertig, und
wir beginnen mit dem Ausbau zur 13er-
Figur, indem wir R mit A und B durch
die ,erzeugenden“ Geraden b und a
verbinden. Sie ergeben die vier Ecken
des Vierecks Ai=a-a;, Bi=b-bi(i=1, 2).
Dabei inzidieren die Seiten des Vierseits ;
und die Ecken des Vierecks. A PP RB P 5&.;:.:.
Dass die ,,erganzenden* Geraden cik = A.B,
sich wirklich in P und Q treffen, kann mit
dem Satz von DESARGUES bewiesen
werden: Die Dreiecke C11C2C21 und ABR
sind zentral-perspektiv mit Zentrum Cio,
also auch axial-perspektiv, und die Achse
geht durch Az, B1 und Q, denn die ent-
sprechenden Seiten C,,C,, =pund AB =r
treffen sich in Q (nach Konstruktion),
ebenso C,,C,, =biund AR =bin B sowie
C,,C, =az, BR =ain A, A,B, =czx geht
also wirklich durch Q. Genauso folgt aus
den Dreiecken C11C2Co1 und C11C2Cho,
dass auch c12 durch Q geht. Und analog, dass
c11 und c22 durch P gehen (s. Zeichng. oben).
Die Aj und B;i bilden ein Viereck mit den
Seiten a, b, cik (i, k = 1, 2); diese treffen sich
auBerdem noch in P, Q und R — und damit
ist das Nebendreieck des Vierecks dasselbe
wie das des Vierseits.




Damit haben wir den Aufbau der harmonischen 13er-Figur komplett geleistet, und wir konnen
nun ihre Eigenschaften untersuchen. Diese bestehen vor allem in einer Fllle von harmonischen
Lagebeziehungen. AuBerdem ist die Figur vollstandig dual zu sich selbst.

Weiterhin konnen wir die Viereckseiten, die durch zwei Nebenecken gehen, (c11, C22 durch
P bzw. c12, ca1 durch Q) auffassen als die Seiten eines weiteren Vierseits mit den Ecken
PQA1A2B1B> und dem Nebendreiseit abr. Die beiden urspriunglichen Viereckseiten a, b sind
offenbar dessen Nebenseiten. Sie gehen durch zwei Ecken (A, B) dieses Vierseits. Das heift:
Zwei Ecken (P, Q) des neuen Vierseits sind Nebenecken des urspriinglichen und die Neben-
ecken (A, B) des neuen sind Ecken des alten Vierseits. Und damit haben wir endlich gezeigt,
dass die beiden Punktepaare (A, B) und (P, Q) gleichberechtigt sind: es kommt nicht darauf an,
welches aus Ecken und welches aus Nebenecken besteht. Welches der beiden Vierseite aia2bib;
oder C11C22C12C21 man nimmt, ist ja fur die harmonische Lage der vier Punkte ohne Bedeutung.

Harmonische Punktewdrfe liegen in den drei
Seiten des Nebendreiecks und in den vier
Seiten des Vierseits.

Man betrachte die harmonischen Punkte in
einer Nebenseite und bilde ihren Schein aus
der gegentberliegenden Nebenecke; dieser
besteht offenbar aus zwei Viereckseiten und
zwei Nebenseiten, also aus harmonischen
Geradenpaaren. Dieser Schein wird weiter von
den Viereckseiten in harmonischen Punkte-
paaren geschnitten.

Von zwei harmonischen Punktepaaren kann
man eines als Paar von Nebenecken auffassen;
flr den Aufbau einer harmonischen 13er-Figur
daraus kann eine dritte Nebenecke beliebig
gewahlt werden.

Das heildt: Werden vier in einer Geraden
liegende harmonische Punkte verbunden mit
einem auBerhalb dieser Geraden liegenden
Punkt, so entsteht in diesem Punkt ein harmo-
nischer Geradenwurf.

Oder: Der Schein eines harmonischen Punkte-
wurfs ist ein harmonischer Geradenwurf.

Harmonische Geradenwurfe gehen durch die
drei Ecken des Nebendreiseits und in den vier
Ecken des Vierecks.

Man betrachte die harmonischen Geraden
durch eine Nebenecke und bilde ihren Schnitt
mit der gegenuberliegenden Nebenseite;
dieser besteht offenbar aus zwei Vierseitecken
und zwei Nebenecken, also aus harmonischen
Punktepaaren. Der Schein dieser Punktepaare
aus den Viereckecken besteht aus harmo-
nischen Geradenpaaren.

Von zwei harmonischen Geradenpaaren kann
man eines als Paar von Nebenseiten auffassen;
fur den Aufbau einer harmonischen 13er-
Figur daraus kann eine dritte Nebenseite
beliebig gewahlt werden.

Das heildt: Werden vier durch einen Punkt
gehende harmonische Geraden geschnitten
von einer nicht durch diesen gehenden
Geraden, so entsteht in dieser Geraden ein
harmonischer Punktewurf.

Oder: Der Schnitt eines harmonischen Gera-
denwurfs ist ein harmonischer Punktewurf.

Alle diese Uberlegungen werden zusammengefasst in dem einen sehr wichtigen

Satz:

Die harmonische Lage ist eine projektive Invariante.

Man kann also schneiden und verbinden, soviel man will — einmal harmonisch heif3t: immer

harmonisch.

Verschiedene Lesarten der harmonischen 13er-Figur

Die ursprunglichen Vierseitseiten sind hier die aj, bi (i = 1, 2). Es stellt sich die Frage, ob auch
andere Geraden diese Rolle tbernehmen kénnen. Dabei ist zu bemerken, dass man die a's mit
den b's vertauschen kann und unabhéngig davon die Indizes 1 und 2, ohne dass sich an den
Inzidenzen irgendetwas verandert. R und r haben allerdings eine Sonderrolle, denn die gegebe



nen Punkte A, B lagen auf r und die erzeugenden Geraden a, b sind von R aus an die Punkte
A, B gezogen worden. Man hatte auch von P aus erzeugende Geraden nach C1; und Cy ziehen
kdnnen oder von Q aus nach C12 und Co1, hétte dann auch harmonische 13er-Figuren erhalten,
aber andere. Also kdnnen p und g nur gemeinsam auftreten oder garnicht. Die cik kommen nicht
in Frage, weil sie nur drei Punkte tragen, die Vierseitseiten aber vier haben mussen: zwei Ecken
des Vierseits, eine des Vierecks und eine Nebenecke.

Das sind auBer dem Vierseit aia2b1b> (s.0.) noch aiazpq und wegen der Vertauschbarkeit der a's
und b's auch bib2pg:

Vierseit mit den Seiten: aia2 pq. Vierseit mit den Seiten:  bzbz pg.
Viereck mit den Ecken:  A1A2PQ. Viereck mit den Ecken: Bi1B>PQ

Nebendreiseit / -eck: bibob / B1B2B Nebendreieck / -seit: A1AA [ a1a0a

A P I\ F s

Die andere Mdglichkeit besteht darin, die in der ersten Konstruktion erganzenden Geraden Cik,
also die vier Geraden mit nur drei Punkten, als die Seiten eines Vierseits zu betrachten. Es zeigt
sich, dass sich trotz anderer Deutungen wieder eine harmonische 13er-Figur innerhalb
derselben Punkte und Geraden ergibt, bei der aber die Ecken des Vierecks und die Seiten des
Vierseits nicht inzidieren.

Wir wahlen in derselben Figur c11C12C21C2 $Cp
als das zugrundeliegende Vierseit. Seine
Ecken sind dann A1A2B1B; PQ, das Neben-
dreiseit ist abr, das Nebendreieck ABR.

Nun werden alle Nebenecken mit den noch
freien Ecken verbunden durch AA, = a,
AA,=a, BB, =y, BB, =hy, RP = qund
RQ =p. Diese sechs Geraden treffen sich zu
je dreien in vier neuen Punkten Cik
(i, k=1, 2): namlich ay, by, p in Cu1; a1, b2, q
in C12; a2, b1, g in C21 und a2, b, p in C22. Die
Seiten des damit gewonnenen Vierecks
C11C12C21C2 sind dann naturlich aiazbib pg.
Sie haben in ABR noch drei weitere Punkte
gemeinsam, welche das Nebendreieck bilden
— wieder dasselbe.




Der in der folgenden Zeichnung angedeutete Zusammenhang mit der Polaritét beziiglich eines
Kegelschnitts wird spéter dargestellt. Jetzt nur so viel: Alle bis auf GroR- oder Kleinschreibung
gleich benannten Elemente sind zueinander polar, d.h. sind Pol und Polare bezuglich des
Kegelschnitts.
Hier dieselbe Figur mit anderen Bezeichnungen, die fiir die folgenden Uberlegungen besser
geeignet sind.

Vierseit

sc,
Seiten 01020304 Vi
Ecken Hi2H3z4 HisH24 HiaH2s } h“
mit Hik = gi-gk i _

Nebenseiten P1p2pPs3
Nebenecken P1P2P3
Damit verwobenes Viereck
Ecken G1G2G3Gy

mit Gi = hj-hk-hy
Seiten h12h3s h13hos h1shos

mit hik = G,G,
Nebenecken P1P2P3
Nebenseiten P1P2p3

Die Ecken des Vierecks und die Seiten
des Vierseits inzidieren nicht — anders

e
="
-..:;f'

als bei den erstgenannten drei Lesarten. #7 Py Tl P ~
Mit den neuen Bezeichnungen gilt flir die ersten drei Lesarten:

Lesart 1 Lesart 2 Lesart 3 Lesart O
Vierseit:
Seiten h1shaa hishos h12h34 h1sh2s h12hss hishzg 01020304
Ecken P2P3 G1G2G3Gy P1P3 G1G2G3G4 P1P2 G1G2G3Ga HioHzaH13H24H14H23
Nebenseiten hi2has p1 hishza p2 hiah2s p3 p1P2pPs
Nebenecken Hi2H34 P2 HisH24 P> HisH23 P3 P1P2P;
Verwobenes Viereck:
Ecken HisH24 HiaH23 Hi2Hza HisH23 Hi2Hzs HisH24 G1G2G3Gy
Seiten P2P3 91020304 P1P3 91020304 P1P2 91920304 h12hashi3hzshiahas
Nebenecken Hi2H34P1 HisH24 P2 Hi4H23 P3 P1P2P3
Nebenseiten hiz2hss p1 hizhos p2 hi4h2s 0%} P1P2P3

Lesart 1 Lesart 2 Lesart 3




Natlrlich kann man genausogut mit dem Viereck beginnen und dann das damit verwobene
Vierseit aufsuchen. Auf die Kegelschnitte gehen wir spéter ein.

Die Sonderrolle von R und r reduziert sich auf eine Ausnahme bei den Inzidenzen von Hik und
hik: diese gilt nicht fur i,k=3,4; dafiir inzidiert nun Hzs4 mit h12 und Hi2 mit haa.

Man kann die Notation noch weiter vereinheitlichen, wenn man denn Spal} daran hat: Dazu ist
es dienlich die Indizes 1 ... 4 passend zu gruppieren: Zu einem Paar (i) von Indizes besteht das
komplementéare Paar —(i) aus denjenigen Indizes, die im Paar (i) nicht vorkommen; wir
nummerieren die Paare mit (1) := {1,2}, also =(1) = {3,4}, (2) := {1,3} und (3) := {1,4}. Die
Reihenfolge innerhalb eines Paares ist gleichgultig und nattrlich gilt —(—=(K)) = (k).

Fur Lesarti (i =1, 2 oder 3) geht man aus von den Seiten hix (bzw. den Ecken Hik), die die Paare

(1), =(i) nicht als Indizes enthalten; fir die Lesart O beginnt man mit den Seiten gi bzw. den
EckenGi,i=1... 4.

Damit sind in der k-ten Lesart — wobei im Folgenden i, j alle Werte = k durchlaufen — die Seiten
hioh-a) hgh-@, die Ecken PiPj G1G2G3Gs, die Nebenseiten hgyh-gpk, die Nebenecken
HuH-q) Pk, die Ecken des verwobenen Vierecks Hg)H-) HgH-(), seine Seiten pipj 91020394
und die Nebenecken HH-qPx.

Diese Paarbildung ist zwingend, sonst waren die vier Seiten des Vierseits aus vier Geraden hix
nicht mehr in allgemeiner Lage: es gingen drei Seiten durch einen Punkt.

Wir wissen schon Hik = gi-gk und hik = G,G, . Aullerdem gilt: in Gk treffen sich alle drei Geraden
hij mit i, j # k und sonst keine, in gk liegen die drei Punkte Hj; mit i, j = k und sonst keine.

Hik und hik inzidieren — mit Ausnahme der Paare (1) und —(1): Hy inzidiert mit h-q).
Ausnahmslos aber gilt: Hg) und hgy sind polar beziiglich des oben angedeuteten Kegelschnitts.

Die Nebenseiten px gehen durch Hky und H-x), auerdem durch Pj, Pj, i, j # k. Durch die
Nebenecken gehen hg und h-y), aullerdem pi, pj, i, j = K.

Dies sind die einzig mdglichen Lesarten

Ein System von 13 Punkten und 13 Geraden ist dann eine harmonische 13er-Figur, wenn in
vier der Geraden je drei Punkte und in neun Geraden je vier Punkte liegen und wenn weiter
durch vier der Punkte drei Geraden gehen und durch neun Punkte vier Geraden. Das System
kann dann immer in den angegebenen Lesarten gedeutet werden.

Beweis: (Er geht auf Herrn Peter Baum (Kassel) zurlick, der auch zu den Lesarten entscheidend
beigetragen hat.

Fur eine harmonische 13er-Figur sind 5 Bedingungen notwendig zu erfillen:

(1) Keine drei der vier Seiten gehen durch einen Punkt.

(2) Die sechs Schnittpunkte der vier Seiten gehtren zu der Figur.

(3) Das Nebendreiseit gehort zur Figur.

(4) Das Nebendreieck gehort zur Figur.

(5) Durch jede Nebenecke gehen auller zwei Nebenseiten zwei weitere Geraden der Figur.
Wir stiitzen uns im Folgenden auf eine der letzten Zeichnungen (deren Bezeichnungen sind

identisch). Fir die Versuche die Figur zu verifizieren, kommen in Betracht: Die 4 g-Geraden,
die 6 h-Geraden und die 3 p-Geraden.



Fall 1: Werden vier der sechs h-Geraden gewahlt, dann muss zu jedem vorkommenden Index-
paar auch das komplementdre dabei sein, sodass insgesamt jeder Index zweimal vorkommt.
Das fuhrt zu den angegebenen Beispielen einer harmonischen 13er-Figur mit Inzidenz von
Ecken und Seiten (Lesarten 1 — 3). Halt man das nicht ein, so kommt ein Index dreimal vor und
die zugehdrigen drei Geraden gingen durch einen Punkt — ein VerstoR gegen (1).

Die weiteren Félle werden nach abnehmender Anzahl von g-Geraden geordnet:

Fall 2: Fur die Wahl von allen vier g-Geraden als Seiten des Vierseits erhélt man die harmo-
nische 13er-Figur, bei der die Ecken und Seiten nicht inzidieren.

Fall 3: Bei der Wahl von genau drei g-Geraden, etwa g19»03, msste die vierte Gerade durch
einen Punkt gehen, der auch auf gz liegt, weil dort eine Ecke des Vierseits liegen muss. Auf g:
liegen nur Hi2, Hiz und His. Durch Hiz geht schon g2 und durch Hiz schon gs, also kommen
Geraden durch Hi2 oder Hiz wegen (1) nicht in Frage. Durch Hia gehen nur noch pz und his (g4
ist in diesem Fall ausgeschlossen). Mit ps hatte man in Hzz einen Verstol? gegen (1), mit his
einen zu (2), weil h14 und gs keinen Schnittpunkt innerhalb der Figur besitzen.

Fall 4: Wahlt man genau zwei g-Geraden, etwa g1 und gz, kann dazu keine h-Gerade kommen,
denn eine h-Gerade misste g1 in einem Punkt der Figur schneiden, d.h. in Hi2, Hiz oder Hya.

Mit hy3 ergibt sich innerhalb der Figur kein Schnittpunkt von hiz und g2 im Widerspruch zu (2).
p2 legt schon mal drei Ecken fest: g1-g2 = Hiz, 91-p2 = Has, 92-p2 = Ha4. Als vierte Seite benétigt
man eine Gerade der Figur, die alle schon gewahlten Seiten g1, g2, p2 in genau einem Punkt der
Figur schneidet und auRerdem durch keinen der schon vorhandenen Ecken geht. Das tun hia,
h2s und ps. Jetzt mussen die Ecken und dann die Nebenseiten der drei Vierseite gig2p2his,
0192p2h23, g1092p2ps untersucht werden: Fir das erste fehlt die Ecke p2-his, fir das zweite g1-hza.
(3) ist also nicht erfullt. Es verbleibt gi1g2p2pz mit den Ecken Hi2Hiz3Hi4H23H24P1 und den
Nebenseiten hss = H,,P, , 93 = H,;H,,, 9a= H,,H,, , wobei die Nebenecken gs-hzs und ga-hzs
nicht existieren, entgegen (4).

die drei Ecken Hiz, His, Ho3. Als vierte Seite (durch keine der drei Ecken, jede Seite schneidend)
kommen hier nur his, h2s, p2 in Frage. Zu untersuchen sind die Vierseite g1g2psh2s, g1g2pshis,
01092p3p2. Dem ersten fehlen die Ecken gs-h2s4, dem zweiten gz-hiz. Das dritte wurde unter Fall
4b schon abgehandelt.

Fall 5: Bei nur genau einer g-Geraden, etwa g1, muss durch jeden der drei Punkte Hiz, Hiz, Hi4
auf g1 eine weitere Seite gehen. Zur Auswahl stehen die drei h-Geraden hzs, his, hi4 sowie die
drei p-Geraden p1, p2, pa.

Die Wahl von zwei h-Geraden, etwa has, hiz, scheitert an (3), da die Gerade durch die Ecken
G3 = has-h1z und Haa nicht zu der Figur gehort.

Bei der Wahl von nur einer h-Geraden, etwa hss, geht diese im Widerspruch zu (1) mit den
beiden noch zur Verfiigung stehenden Geraden p2 und ps durch einen Punkt (Py1).

Immerhin liefert die Wahl der p-Geraden das Vierseit gi1p1p2p3 mit den Ecken HioH13H14P1P2P3
und den Nebenseiten H,P, = hss, H ,P, = his, H,,P; =hisund dann den Nebenecken G1GsGa.
Durch diese gehen aber nicht durch, wie von (5) verlangt, vier Geraden.

Dann existiert noch das damit verwobene Viereck mit den noch freien Punkten als Ecken:
H23H24H34 G2, und den Seiten g2g3gs,h2shaahio. Die Nebenecken gz2-hi2, g3-h2s, ga-h2z allerdings
sind in der Figur nicht enthalten; (4) ist verletzt.



Es folgen nun die Falle ohne g-Geraden, geordnet nach abnehmender Anzahl von p-Geraden:

Fall 6: Bei drei p-Geraden bliebe als vierte Gerade, da ohne g-Gerade vorausgesetzt ist, nur eine
h-Gerade. Aber von denen gehen alle durch einen P-Punkt, ist also (1) nicht erfilit.

Fall 7: Bei zwei p-Geraden, etwa p1 und p2 sind noch zwei h-Geraden denkbar, nicht hi4 und
nicht has wegen Punkt Pz und Bedingung (1), also nur noch zwei von hiz, his, h2s und hss. Deren
Schnittpunkte dirfen nicht auf p1 und p2 liegen — wieder wegen (1); das schrankt die Mdglich-
keiten ein auf entweder hi2 und h2s oder hiz und hss. Das Vierseit pip2hizhz4 hat die Ecken
PsH34P2P1H24G2 und die Nebenseiten hos, gs, p3. Aber die Nebenecke hio-g4 ist in der Figur
nicht enthalten. Entsprechendes gilt fur das Vierseit pip2hi3has: die Ecken sind PsP2H12H13P1Gs,
die Nebenseiten hz3psgi, und die Nebenecke hzs-g: ist nicht vorhanden. Beide Male ist (4)
verletzt.

Fall 8: Fur die Wahl von einer p-Geraden sind alle Mdglichkeiten schon oben enthalten: Fir
auller der einen p- noch drei g-Geraden siehe Fall 3. Zwei g- und eine h-Geraden sind in Fall 4
enthalten, eine g- und zwei h-Geraden in Fall 5.

Fall 9: Keine p-Gerade heil3t nur h-Geraden (siehe Fall 1) oder mindestens eine, héchstens vier

g-Geraden: siehe die Falle 5, 4, 3, 2.
Damit sind alle Moglichkeiten ausgeschopft. Es verbleiben nur die 4 Lesarten. ged

Wir sind hier, wie so oft, von einem Vierseit ausgegangen, hatten aber genauso gut ein Viereck
als Grundlage nehmen kénnen.

Immerhin liefert Fall 5 Beispiele, die fast erfolgreich sind:

Ausgehend von einem Vierseit, z.B. mit
01 p1p2pz findet man ein Nebendreiseit / -drei-
eck in hishishzs, auch das damit verwobene
Viereck GaHa3H2sH24. Dessen Nebendreieck
existiert natdrlich, allerdings nicht innerhalb
des gegebenen Systems von Punkten und
Geraden.

Ausgehend von einem Viereck, z.B. mit
G1 P1P2P3 findet man ein Nebendreieck / -drei-
seit in HizsH14H34, auch das damit verwobene
Vierseit gohashozhas. Dessen  Nebendreiseit
existiert natlrlich, allerdings nicht innerhalb
des gegebenen Systems von Punkten und
Geraden.



Zugang aus der Euklidischen Geometrie

Alle harmonischen 13er-Figuren sind, da man von
einem Vierseit oder einem Vierseit ausgeht, gemaf

. . . . 1 1"'12 [
dem Fundamentalsatz zueinander projektiv, weil “..Ps > py
Inzidenzen und harmonische Lagebeziehungen P\-
erhalten bleiben. Alle sind also projektiv zu der
nebenstehenden 13er-Figur, bei der sich die “ha

Vierseitseiten in Fernpunkten treffen und fir die . h. /™. .
eine Nebenecke ebenfalls Fernpunkt ist, (eine 1, ~ | IR
weitere ist es automatisch dann auch). Die Seiten G\ | o |
bilden dann ein Parallelogramm, hier bequemer-
weise als Quadrat angenommen. Eine Anleihe bei
der euklidischen Geometrie ergibt sofort alle
Inzidenzen und die auf neun Geraden (die Aus- )
nahmen sind die gi mit nur drei Punkten) vor- 9’/" N
handenen euklidischen Mittelpunkte, die ja harmo- hs |
nische Mitten bezliglich eines Fernpunktes sind.

9%

Vermittelnder Kegelschnitt als Polarisator

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass es
einen Kegelschnitt k gibt, bezlglich
dessen sich die vielfaltigen harmonischen
Lagebeziehungen der 13er-Figur in allen
Einzelheiten als Pol-Polaren-Beziehun-
gen darstellen.

Wir blicken noch einmal zuriick auf die
einfihrende Zeichnung zur harmonischen
13er-Figur und verwenden die hier besser
geeignete alte Bezeichnungsweise.

Die vier Ecken A1A>B1B> bestimmen ein
Kegelschnittblschel und unter den Kegel-
schnitten dieses Buschels gibt es genau
einen, K, der eine Seite berthrt, z.B. a1 mit
dem BerUhrpunkt Az. Dass dann k auch
die gegeniberliegende Seite a; in Az
bertihrt, kann mit dem Satz von PASCAL
bewiesen werden, ebenso, dass dann k
auch az in Az und a4 in A4 berihrt.

Allgemein zur Konstruktion eines Punktes mit dem Satz von PASCAL:
Gegeben: 5 Punkte 12345. Gesucht: 6 = Punkt auf einer beliebigen Gerade g durch 5.
Konstruktion: U = 12-45, V = 23-56 = 23-g, da 6 in g liegen soll und g durch 5 geht.
z= UV istdie PascaL'sche Gerade, auf welcher auchW = 34 -61 = 34 -z liegen muss. Damit
ist6 =1W-g.
Wenn in der Nummerierung benachbarte Punkte zusammenfallen, wird als Verbindungs-
gerade die Tangente in diesem Punkt genommen.
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Zu zeigen ist hier, dass dann auch die ubrigen drei Vierseit-Seiten k in den entsprechenden
Viereck-Ecken berihren.

Voraussetzung: a ist Tangente von k in Ax.

Schritt 1: Der Punkt A% wird konstruiert als Punkt von k in a. Wenn dann A%, mit Az
zusammenféllt, ist die Gerade a, Tangente an den Kegelschnitt in Az:

1=B1,2=3=A; (mit 23=a1),4 =By, 5= Az, g = 56, 6 (=A%) unbekannt in a.

Damit X =12-45 = ci'c22 =P, Y =23:56 = ar-a, = A, damit ist die PAscAL'sche Gerade
z=PA =rundZ=34-z=cpr=Qund A =1Z-g = Corraz = Az.

Schritt 2: Auch der Berlhrpunkt B} von b; fallt mit B1 zusammen:

1=2=Ai(mit 12 =a1),3=Az, 4=B; 5=B1,g=56=hs, 6 = B unbekannt in b.
Damit X =12-45 =arb=A, Y =23-56 =ab1 =B, damitz=rund Z = 34-z=c2r=Q
und B} =1Z-g =c11'b1 = Bu. qeo
Da man die A's und B's vertauschen kann, ist auch b, Tangente in B>

Nebenbei: Der Kegelschnitt k lasst sich mit dem Satz von PASCAL punktweise konstruieren aus
den vier Eckpunkten und der Tangente in einem dieser Punkte.

Polar bezuglich k sind:

pundP,qund Q, rundR, aund A, b und B, sowie die ai und Aj, bi und B; und die cix und Cix.
pgr ist ein Polardreiseit dieses Kegelschnitts und PQR ein Polardreieck.

Oder: Beziiglich k sind polar: Vierseit-Seiten und Vierseit-Ecken, Viereck-Ecken und Viereck-
Seiten, Nebenseiten und Nebenecken.

Hier noch einmal der Kegelschnitt der
Lesart 1 in der neuen Bezeichnungsart,
passend auch zur Lesart 0.

Polar zueinander sind dann:

Pi und pi

Gi und g,

Hix und hik

— ausnahmslos alle 13 vorkommenden
Paare von Elementen.

k ist der Kernkegelschnitt der hier vor-
liegenden Polaritdt m (die ja eine involu-
torische Korrelation ist), d.h. der Ort der
Punkte P, fur die die Polare mt(P) mit P in-
zidiert, und er wird eingehullt von den
Geraden p, fur die der Pol m(p) mit p
inzidiert.

Natrlich gehort auch zu den weiteren zwei Lesarten der 13er-Figur ein vermittelnder Kegel-
schnitt, jeweils ein anderer (Zeichnungen S. 5). Die verschiedenen Nebendreiecke sind
Polardreiecke aller drei Kegelschnitte.

Alle drei Kegelschnitte sind auch maligebend fiir die Lesart O — die Pol-Polare-Beziehungen
hangen nur von der 13er-Figur ab.
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Die Nebendreiecke der Lesarten hinwieder sind auch Polardreiecke fur die drei Kegelschnitte.
Polardreieck sind auch noch weitere Dreiecke innerhalb der Figur. Beispiele in der ersten
Lesart: G4Hi4H24 bzw. gshishos fur die Ellipse oder Hi2Hs4P1 bzw. hizhsspy flr die beiden
Hyperbeln.

Fur die O-te Lesart (ohne Inzidenz) gelten fur den Kegelschnitt der 1. Lesart die kanonischen
Polaritaten Gi — gi, Hik — hik, Pi — pi.

Komplizierter ist es flr die 2. und 3. Lesart. Nur die Polaritaten Pi — pi gelten fort.

2. Lesart:

G1— 04, G2 — 03, Gz — 02, G4 — g1; H12 — has, Hiz — 24, H1a — h1a, H2z — h23, H24 — his, Has — hao.
3. Lesart:

G1—03, G2 — 94, Gz — g1, G4 — g2; H12 — hzs, Hiz — h13, Hia — h2s, H2z — 14, Hoa — h2s, Has — hao.

Die Begriindungen sind einfach: manchmal sind die Punkte schon Beruhrpunkte, oft kann man
vom Punkt zwei Tangenten anlegen und hat die Polare dann in der Beriihrsehne, manchmal
braucht man auch den Hauptsatz der Polarentheorie, z.B. fiir Hiz in der 2. Lesart: Hiz = g1-03;
polar zu g1,93 sind Ga, Gy, also ist G,G, =hudie Polare vom His.

Oben (S, 5) waren zwei der drei vermittelnden Kegelschnitte Hyperbeln, einer eine Ellipse. Die
Frage ist naheliegend, ob das immer so ist.

Fur endliche Punkte Gi kommt es dabei darauf an, ob sie in Viereckslage oder Dreieckslage
sind (wenn Fernpunkte beteiligt sind, ist die Unterscheidung in Vierecks- oder Dreieckslage ja
sinnlos).

Drei Punkte bestimmen durch ihre Verbindungsgeraden vier dreiseitig begrenzte Gebiete; eines
von ihnen wird von der Ferngerade nicht getroffen. Dieses heil3t das Innere des Dreiecks.
Genaueres siehe [Sto, S. 36].

Die vier Punkte sind in Viereckslage, wenn kein Punkt im Inneren der drei . .
anderen liegt. o .
Die vier Punkte sind in Dreieckslage, wenn genau ein Punkt im Inneren der . .

drei anderen liegt; das ist nur fiir einen der vier Punkte moglich.

Satz: Wenn ein Viereck ABCD in Dreieckslage ist, dann liegt keines der drei 4-seitig aus
gegeniiberliegenden Seitenpaaren begrenzten Punktgebiete ganz im Endlichen.

Wenn ein Viereck ABCD in Viereckslage ist, dann liegt genau eines der drei 4-seitig
aus gegeniberliegenden Seitenpaaren begrenzten Punktgebiete ganz im Endlichen.

Sechs Geraden in allgemeiner Lage gliedern die Ebene in 16 Gebiete [Sto, S. 27]. Die sechs
Geraden hik treffen sich aber zu je dreien in den vier Punkten G;. Dadurch fallen vier Gebiete
weg und es verbleiben 12 vierseitig begrenzte Gebiete. In jeder Gerade hik liegen zwei
G-Punkte, namlich G; und Gk, auBerdem ein H-Punkt und ein P-Punkt. Die letzteren sind von
den G-Punkten harmonisch getrennt, also getrennt. Damit sind auf jeder Nebenseite die P-
Punkte und die H-Punkte getrennt. Um jeden P-Punkt gliedern sich vier dreiseitig durch h-
Geraden begrenzte Gebiete an, diese kann man zu je vierseitig begrenzten Gebieten
zusammenfassen, die sich nicht Gberlappen und zusammen die ganze Ebene ausfiillen.
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Im Falle der Viereckslage ist eines dieser Gebiete endlich, im Falle der Dreieckslage keines.
Die Kegelschnitte bertihren die h-Geraden in deren H-Punkten, und zwar, wie wir bewiesen
haben, dann gleich alle H-Punkte auf denjenigen h-Geraden, die als Vierseit-Seiten gewéhlt
werden. Das zieht nach sich, dass der vermittelnde Kegelschnitt in jeder der Lesarten 1 — 3 ganz
innerhalb eines dieser drei Gebiete verlauft

Im Falle der Viereckslage ist eines der Gebiete endlich, dieser vermittelnde Kegelschnitt also
eine Ellipse; die beiden anderen Gebiete tberqueren die Ferngerade; die Beruhrpunkte ihrer
Kegelschnitte sind getrennt von der Ferngerade und den Punkten im endlichen Gebiet, d.h. die
Kegelschnitte mussen die Ferngerade passieren, sind also Hyperbeln.

Im Falle der Dreieckslage beriihren sich zwei der Kegelschnitte in demjenigen H-Punkt, der im
Inneren von 3 G-Punkten liegt; dieser ist durch zwei Nebenecken von den Fernpunkten
getrennt. Es gibt also zwei Hyperbeln, der dritte Kegelschnitt kann Ellipse, Parabel oder
Hyperbel sein. Man kann ndmlich zu einem gegebenen Kegelschnitt harmonische 13er-Figur
aufbauen, fir welche dieser Kegelschnitt der Polarisator ist (s.u.).

G1G2G3Gy in Viereckslage G1G2G3Gy in Dreieckslage
2 Hyperbeln, eine Ellipse hier 3 Hyperbeln

Es gibt, haben wir gesehen, drei Moglichkeiten, h-Geraden zu Vierseit-Seiten zu wéhlen:
h12 und hza, h1z und ha4, h1s und has (alle Indizes 1...4 miissen genau einmal vorkommen).

Die Kegelschnitte bertihren nach Konstruktion jeder genau vier h-Geraden.

Das Dreieck P1P,Ps ist ein Polardreieck fir alle diese drei Kegelschnitte — aber nicht auch
Nebendreieck in den verschiedenen Lesarten. In jedem der drei 4-seitig begrenzten Gebiete
liegt genau eine Ecke des Polardreiecks P1P2Ps und zu jedem P; liegt die gegenuberliegende
Polare pi ganz innerhalb der beiden komplementdren Punktgebiete.

Solange die G-Punkte endlich sind, gilt: Je zwei der drei Kegelschnitte berlhren sich in zwei
gegenuberliegenden H-Punkten, fir jede der drei Lesarten mit Inzidenz gibt es einen
Kegelschnitt; einer ist eine Ellipse, die zwei anderen sind Hyperbeln, wenn die vier Gj in
Viereckslage sind. Sind sie in Dreieckslage, hat man zwei Hyperbeln und einen dritten, der
Ellipse, Parabel oder (wie im letzten Beispiel) Hyperbel sein kann.
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Harmonische 13er-Figuren zu einem gegebenen Kegelschnitt

Wir gehen aus von einem beliebigen Kegelschnitt.
’ In der nebenstehenden Zeichnung ist das eine
Ellipse.

Wir wahlen drei Punkte der Kurve samt Tangente
aus, etwa His und h1s, H24 und h2s, H23 und h2s und
zeigen, dass dann His und his konstruiert werden
konnen:

p3 = H14H231 P3 = h14'h23 Und PZ = h24'p3; p2 ISt
dann H,,P, (oder die Polare von Polare von Py).
Damit hat man Py = p2-ps.

Hqz ist dann der 4. harmonische Punkt auf p zu Ha4
fur das Paar (P1, P3) und hys ist die Gerade H,.P, .
Aus den vier Seiten hizhashishoz kann nun die harmonische 13er-Figur eindeutig aufgebaut
werden. Damit ist auch gezeigt, dass im Falle der Dreieckslage der vier G-Punkte der dritte
mdogliche Kegelschnitt neben den zwei Hyperbeln grundsatzlich eine Ellipse, eine Parabel oder
eine Hyperbel sein kann.

Das Ergebnis samt der VergroRerung des zentralen Teils:

Zu guter Letzt noch die Ubersicht Uber die - P
weiteren Kegelschnitte — zwei Hyperbeln ' :
naturlich.

Die G-Punkte sind in Dreieckslage. In dieser
kdnnten die Kegelschnitte auch Parabeln oder Y ,
Hyperbeln sein: Man wahlt sie frei und wahlt . e // '
dann drei ihrer Linienelemente (Kurvenpunkte T ; A
samt Tangenten) in geeigneter Weise und
konstruiert die dazu gehdrende harmonische -
13er-Figur.
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Harmonische 13er-Figuren mit unendlichen Elementen

Wenn Elemente der harmonischen 13er-Figur unendlich sind, gibt es noch weitere
Besonderheiten.

1. Ein G-Punkt, etwa Gg, ist ein Fernpunkt, dann sind die Geraden his, h2s, hss zueinander
parallel, aber sonst geschieht nicht viel Besonders. Der Kegelschnitt der Lesart 1 ist eine
Ellipse.

2. Eine g-Gerade ist unendlich, etwa g4, dann sind Hi4, H24, H34 Fernpunkte.

3. Wenn ein H-Punkt ein Fernpunkt ist, dann sind zwei der Kegelschnitte Hyperbeln, die die
zu diesem Punkt gehorige h-Gerade zur Asymptote haben, an die sie sich von
gegenuberliegenden Ufern aus ndhern.

4. Eine h-Gerade, etwa hy4, ist die Ferngerade, damit sind Gz, Gs, H24 und P2 Fernpunkte. Dann
ist Ha4 Bertihrpunkt mit der Ferngerade als Tangente fur einen der Kegelschnitte und dann
auch noch fiir einen zweiten, da sich in jedem H-Punkt zwei der Kegelschnitte berthren.
Damit sind zwei der Kegelschnitte Parabeln; sie haben zueinander parallele Achsen,
bestimmt durch den Fernpunkt H2s, und berthren sich ein zweites Mal in dem
gegenuberliegenden Linienelement His - h1s. Der dritte Polarisator ist dann eine Hyperbel.

5. Eine p-Gerade ist Ferngerade: Siehe die Zeichnung zur euklidisch erzeugten Figur. Das
Quadrat kdnnte dabei noch zu einem Parallelogramm verzogen werden.
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6. Ein P-Punkt, etwa Ps ist ein Fernpunkt, dann sind p1, p2, h23, h1a zueinander parallel.

7. Zwei Fernpunkte: Die einzige noch nicht abgehandelte Mdglichkeit ist ein G-Punkt und ein
H-Punkt, der nicht schon mit diesem durch eine Gerade der Figur verbunden ist. Im
Einzelnen sind die die Paare Gy mit Hiz, Hzs oder Hzs; bzw. G2 mit Hiz, His, Hia; oder
Gz mit Hia, Ho4, Has; zuletzt G4 mit His, Has, Haa.

Im Beispiel hier sind G4 und Hzas die gewahlten Fernpunkte.

4; //.

Andere Paare von Punkten verschiedener Art haben stets eine Gerade gemeinsam, wie man
leicht nachpriift. Und fir solche Paare von Punkten wirde auch die Ferngerade zur Figur
gehdren und das haben wir oben schon untersucht.

Bemerkenswert sind die vielféltigen Zusammenh&ange zwischen der harmonischen 13er-Figur
mit der harmonischen Lage, den Symmetrieeigenschaften von Korpern im Raum, den
Kegelschnitten, der Polaritat und zuletzt den Kegelschnittsbischeln und der Gliederung der
Ebene durch Geraden — hier durch Strecken. Und das alles in einer Figur!

Literatur: A. Stolzenburg, Projektive Geometrie 2009.



